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La réponse habituelle
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Un constat : la célébrité de Pythagore et Thalès
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Quelques mathématiciens supplémentaires ... ?
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Prix Nobel des mathématiques...?
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Gösta Mittag-Leffler et ses fonctions...

On peut montrer que la fonction exponentielle satisfait

exp(x) = lim
N→+∞

N
∑
k=0

xk

k! =:
∞

∑
k=0

xk

k! .

On peut étendre cette fonction à l’aide d’une famille de fonctions dite de
Mittag-Leffler

Eα,β (z) := lim
N→+∞

N
∑
k=0

zk

Γ(αk + β ) où Γ(z) :=
∫ +∞

0
tz−1e−tdt.

Figure 1: Les fonctions de Mittag-Leffler occupent des ouvrages entiers...
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Dérivée fractionnaire

La fonction Γ peut être vue comme une extension de la factorielle puisqu’elle
satisfait

Γ(n+1) = n!

Nous allons donner un sens à la dérivée d’ordre α non entier d’un monôme.
Pour un entier naturel k, on a :

f (x) = xk , f ′(x) = kxk−1, f ′′(x) = k(k −1)xk−2, . . . , f (n)(x) = k!
(k −n)!x

k−n n ≤ k.

Tout ceci nous amène à définir la dérivée d’ordre α de f

f (α)(x) := Γ(k +1)
Γ(k −α +1)xk−α .

En particulier, on peut montrer que la dérivée d’ordre 1/2 de f vaut

f (1/2)(x) = 2
√

x√
π

.
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Commentaires

• On peut définir une intégrale fractionnaire de manière analogue

Iα (f ) := 1
Γ(α)

∫ x

0
(x − t)α−1f (t)dt.

• La question de la dérivation fractionnaire se pose dès la fin du 17ème
siècle à travers des correspondances impliquant notamment l’un des
"co-inventeurs de la dérivée ordinaire" : G.W. Leibniz.

Figure 2: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

• Les fonctions de Mittag-Leffler jouent un rôle analogue dans le calcul
fractionnaire à celui de l’exponentielle dans le cadre usuel.
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Gösta Mittag-Leffler et "son" journal

Figure 3: Gösta Mittag-Leffler est le fondateur d’Acta Mathematica, l’une des revues
de mathématiques les plus prestigieuses 8



Le principe de la publication : choix du journal
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Schéma du principe de la publication
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Au fait, ca ressemble à quoi une expertise d’un article ?
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Le moteur de recherche des matheux
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Deux récompenses majeures
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Lauréats : la France bien représentée
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L’unique lauréate...
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La médaille Fields au 7ème Art

16



Comment se faire récompenser en mathématiques : mode d’emploi

• Résoudre l’un des 23 problèmes de Hilbert.

En 1900, lors du deuxième congrès international des mathématiques, David
Hilbert publie une liste de 23 problèmes défiant les mathématiciens.

Figure 4: David Hilbert (1862-1943)

• Résoudre l’un des 7 problèmes du millénaire.

En 2000, soit 100 ans après Hilbert, l’Institut Clay publie une liste de 7
problèmes réputés insurmontables. Récompense : 1 000 000 $.
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Prix du millénaire

Institut Clay fondé en 98 par Landon Clay dans le but de promouvoir et
disséminer la connaissance mathématique dans le monde (plus d’infos sur
https://www.claymath.org).

La liste des 7 problèmes valant 1 000 000 de dollars.

• P versus NP (proposé par Stephen Cook).
• Conjecture de Hodge (proposé par Pierre Deligne).
• Hypothèse de Riemann (proposé par Enrico Bombieri).
• Yang-Mills (proposé par Arthur Jaffe et Edward Witten).
• Equations de Navier-Stokes (proposé par Charles Fefferman).
• Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (proposé par Andrew Wiles).
• Conjecture de Poincaré.
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Hypothèse de Riemann : présentation par le CMI
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Notes manuscrites de 1859
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Hypothèse de Riemann : description officielle par Bombieri
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Hypothèse de Riemann : description officielle par Bombieri
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Deux types de médaillés Fields

Pour obtenir la médaille Fields, il y a fondamentalement deux voies :

• Etablir une conjecture célèbre (Perelman, Cohen, Tao,...).

• Introduire un/des concepts révolutionnaires (Schwartz,
Grothendieck,...).
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Un problème du millénaire résolu...

Théorème (Poincaré (1904) - Perelman (2002))
Soit V une variété compacte simplement connexe sans bord de R3. Alors,
V est homéomorphe à une sphère de R3.

Faits notables.

• Poincaré commente sa conjecture avec la (devenue) célèbre phrase
"...mais cette question nous entraînerait trop loin."
• Perelman publie la solution sur... Arxiv !!
• Perelman a refusé la médaille Fields en 2006, le prix du millénaire et la
récompense de 1 000 000 $ associée.
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Sur la nécessité des distributions

Heaviside introduit l’échelon unité

H(x) =

0 si x < 0,
1 si x ≥ 0.

Evidemment, H n’est pas dérivable au sens usuel... mais Heaviside introduit
tout de même l’objet H′ impulsion unité

H′(x) =

0 si x , 0,
+∞ sinon.

Cet objet n’est pas une fonction au sens traditionnel du terme puisque

1 = H(A)−H(−A) =
∫ A

−A
H′(x)dx = 0 pour toutA > 0.
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Les distributions de Schwartz

Idée fondamentale. Etant donnée une fonction f , on ne va pas s’intéresser à
l’évaluation f (x) mais à un meilleur procédé d’évaluation : calculer une
moyenne pondérée des valeurs de la fonction sur un domaine de plus
en plus resserré autour du point d’étude x.

Ceci amène à considérer
∫

f (t)φ(t)dt pour tout φ régulière et nulle en dehors
d’un borné...
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Théorie des ensembles

• Cantor développe les bases de la théorie des ensembles. Il propose
notamment une classification "des infinis" : N,Z,Q "ont même nombre
d’éléments" mais sont "des infinis" plus petits que R ou C.

• La découverte de paradoxes conduit à un système d’axiomes dit Z-F en
l’honneur de Zermelo et Fraenkel.

Paradoxe de Russel. Un barbier se propose de raser tous les hommes qui
ne se rasent pas eux-mêmes, et seulement ceux-là. Le barbier doit-il se
raser lui-même ?
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Hypothèse du continu et "forcing" de Paul Cohen

Hypothèse du continu. Il existe un ensemble infini "strictement plus gros"
que Q mais "strictement plus petit" que R.

Paul Cohen reçoit la médaille Fields en 1966 pour deux contributions
majeures :

• L’axiome du choix ne découle pas des axiomes ZF.
Axiome du choix
Soient I un ensemble non vide et (Ai )i∈I une famille de parties non vides
d’un ensemble X . Alors, il existe une application f : I → X telle que f (i) ∈ Ai .

• L’hypothèse du continu ne peut être déduite des axiomes ZF. En s’appuyant
sur des travaux antérieurs, Paul Cohen montre que l’hypothèse du continu
est indépendante de ZF.
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Térence Tao

30



Théorème de Green-Tao

• Suite arithmétique de longueur 3 (de raison 2) : 3,5,7.

• Suite arithmétique de longueur 6 (de raison 30) : 7,37,67,97,127,157.

• Suite arithmétique de longueur 3 (de raison 210) : 3361,3571,3781.

• La suite la plus longue connue est longue de 26 termes :

43142746595714191+n(P(23) +23681770),

où P(23) = 223092870 et n ∈ {0, . . . ,25}.

Question naturelle. Etant donné un entier k ≥ 1, peut-on former des suites
arithmétiques finies de longueur k constituée de nombres premiers ?

Théorème (Green-Tao)
La suite des nombres premiers contient des suites arithmétiques
arbitrairement longues.
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Lauréats du prix Abel

32



Vers le dernier/grand théorème de Fermat

• Un premier constat. D’après Pythagore, nous savons que :

Il existe une infinité d’entiers naturels non nuls x,y,z tels que x2 +y2 = z2.

• Question naturelle. Etant donné un entier n ≥ 3, Fermat se pose la
question suivante :

existe t-il des entiers naturels tels que xn +yn = zn ???.
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Vers la légende...
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350 ans de progrès...et d’échecs

• Fermat résout lui-même le cas n = 4 (date non connue) via la descente
infinie.

• Euler étudie le cas n = 3 en 1750.
• En 1825, le cas n = 5 est traité par Dirichlet et Legendre.
• En 1832, Dirichlet prouve le cas n = 14.
• En 1839, Lamé donne une démonstration du cas n = 7.
• En 1847, Kummer donne une preuve valable pour n ≤ 100.
• La fin du 19ème siècle est consacrée aux propriétés éventuelles des
solutions.
• Un important nombres de travaux initiés dans les années 50
(notamment la conjecture de Taniyama-Weil) provenant d’une branche
voisine des mathématiques sont mis en relation avec le problème de
Fermat.
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• Fermat résout lui-même le cas n = 4 (date non connue) via la descente
infinie.
• Euler étudie le cas n = 3 en 1750.
• En 1825, le cas n = 5 est traité par Dirichlet et Legendre.
• En 1832, Dirichlet prouve le cas n = 14.
• En 1839, Lamé donne une démonstration du cas n = 7.
• En 1847, Kummer donne une preuve valable pour n ≤ 100.
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solutions.
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Le théorème de Fermat-Wiles

36



Pourquoi une démonstration ?

• Le théorème de Fermat n’est pas une fin en soi mais sa démonstration
a conduit les mathématiciens au développement d’un nombre
considérable de nouvelles idées et techniques.

• Sans démonstration... on peut rapidement dire n’importe quoi...

(Conjecture d’Euler - 1772)
On a

n−1
∑
k=1

an
k , bn ∀n > 2,∀a1, . . . ,an−1,b ≥ 1.

Il faut attendre 1966 pour avoir un contre-exemple :

275 +845 +1105 +1335 = 1445.

La conjecture d’Euler est donc fausse.
Notons qu’à l’heure actuelle, aucun contre-exemple n’est connu pour n > 5.
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Liste de conjectures réfutées
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Une liste de problèmes... résolus
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Conjecture de Goldbach

Goldbach dans une lettre à Euler datée de 1742 formule la :
Conjecture
Tout entier pair ≥ 3 est somme de deux nombres premiers.
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Quelques avancées...
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Nombres premiers jumeaux

Définition. On dit que deux entiers p et q sont des nombres premiers
jumeaux lorsqu’ils sont premiers et ne diffèrent que de deux.
(Conjecture)
Il existe une infinité de nombres premiers jumeaux.

Faits.

• 8ème problème de Hilbert avec les conjectures de Goldbach et
Riemann.
• Les plus grands premiers jumeaux sont
2996863034895×21290000 +−1.
Il existe une infinité de nombres premiers dont l’écart est ≤ 70000000.
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Conjecture de Syracuse

La suite de Syracuse associée à un entier naturel N ≥ 1 est définie par

S0 = N et Sn+1 =

Sn
2 si Sn est pair,

3Sn +1 si Sn est impair.

Conjecture
Pour tout entier naturel N ≥ 1, il existe un entier nN ≥ 1 tel que SnN = 1.
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Une conjecture sur les matrices...

Figure 5: Jacques Hadamard (1865-1963)

Définition
Une matrice de Hadamard est une matrice carrée de lignes L1, . . . ,Ln dont
les coefficients sont 1 ou −1 et où pour chaque i < j, Li est orthogonale à Lj .

Exemple. 
1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1


Conjecture (1893)
Pour tout n ∈ 4N, il existe une matrice de Hadamard.

Le plus petit ordre connu multiple de 4 pour lequel aucune matrice de
Hadamard n’est connue est actuellement 668.
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Théorème du nid d’abeille et conjecture de Kelvin
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Pour aller plus loin...
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