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Organisation du cours

® La convergence simple
® La convergence uniforme
© Propriétés de la limite uniforme d’une suite de fonctions et critére de Cauchy

® Conditions suffisantes de convergence uniforme (théoremes de Dini et
équicontinuité)

® Théoréme de Weierstrass

® Séries de fonctions



Convergence simple



Convergence simple d’une suite de fonctions

Nous débutons ce cours avec la convergence simple d’'une suite de fonctions.
Définition
Soient A un ensemble non vide, ng € IN et (f,)n>n, une suite de fonctions de A a
valeurs dans IR. On dit que (fy)n>n, converge simplement sur B C A lorsque pour
tout x € B, la limite nirgm fr(x) existe dans IR. Si tel est le cas, la fonction f: B— R
définie par
f(x) = ninjw fa(x) pour toutx € B

est appelé limite simple de (f,)n>p, relativement a B.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités sur la partie B en question (notamment lorsque
A= B) on écrit
C.S,
fp = f
N—+oo

pour exprimer le fait que (f;) e COnverge simplement vers f.

I N’y a bien entendu aucune perte de généralités en supposant que B = A (quitte a
restreindre) et ng = 0 et c’est ce que nous allons faire par la suite.



Commentaires

® La suite (fy) ney cOnverge simplement relativement a B vers f si et seulement si
pour tout x € B, pour tout réel € > 0, il existe Ny ¢ € IN tel que pour tout 1> Ny ¢, on
ait I'inégalité

|fa(x) — f(x)| < e.
Il est important de noter que I'entier N¢ x dépend ici de € > 0 mais aussi également
de x € B.

Cette traduction a I'aide de quantificateurs nous permettra un peu plus loin
d’introduire la notion de convergence uniforme.

® Lunicité de la limite dans IR entraine bien sGr I'unicité de la limite simple.

® On peut remplacer R par C ou encore par R” avec n > 1. En fait, on peut
remplacer IR par n’importe quel IK-espace vectoriel normé (avec K = IR ou C) ou
encore par n'importe quel espace métrique...



Premieres propriétés

On s’intéresse naturellement aux propriétés d’'une suite de fonctions dont hérite sa
limite simple.

Soit (f,)nern Une suite de fonctions de A C IR dans IR qui converge simplement vers
f:A— IR. Ontlieu :

(a) Si pour tout n € IN, f, > 0 (resp. f, < 0) alors f > 0 (resp. f < 0).

(b) Si pour tout n € IN, f, est croissante (resp. décroissante), alors f est croissante
(resp. décroissante).

(c) S'il existe K > 0 tel que pour tout n € IN, f, soit K-Lipschitz, alors f est
K-Lipschitz.

(d) Si A= R et s'il existe T > 0 tel que f, soit T-périodique pour tout n € IN, alors f
est T-périodique.

(e) Si A est symétrique par rapport a 0 et f, est paire (resp. impaire) pour tout

n € N, alors f est paire (resp. impaire).

(f) Si A= 1estun intervalle de R et si pour tout n € IN, f, est convexe (resp.
concave) sur / alors f est convexe (resp. concave) sur /.

Démonstration. Immédiat (laissée a titre d’exercice). |



Non-préservation de la continuité et du caractere borné

® La continuité n'est pas préservée par passage a la limite simple.
Exemple. Pour chaque n > 1, on considére la fonction f, : [0, 1] — IR définie par
fa(x) := x"  pour toutx € [0, 1].
La suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement vers f : [0, 1] — R définie par
f(1)=1 et f(x)=0 pourtoutx € [0,1[.

Pour chaque n > 1, la fonction f, est continue sur [0, 1] tandis que la limite simple f de
(fn)n>1 N'est pas continue en 1.
® Le caractére borné n’est pas préservée par passage a la limite simple.
Exemple. Pour chaque n > 1, on considére la fonction bornée f, : IR — IR définie par
X six €[—n,n],
fa(x) = )
0 six € R\[—n,n]

Cette suite de fonctions converge simplement vers l'identité Idg qui n’est bien sir pas
bornée.



Rappels sur la Riemann intégrabilité

Soient a,b € R avec a < b.

Rappelons (voir cours L1) qu’une fonction f : [a, b] — IR est Riemann-intégrable sur
[a, b] si et seulement si pour chaque réel € > 0, il existe deux fonctions en escaliers
o,y :[a bl — R telles que

b
p<i<y e /(wcp)(r)dtg.
a

A toute fin utile, rappelons également les quelques faits ci-dessous :
® Une fonction Riemann-intégrable sur [a, b] est bornée sur [a, b].

® Toute fonction f : [a, b] — IR monotone (resp. continue (resp. continue par
morceaux)) sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b].

® La somme (resp. le produit) de deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] est
Riemann-intégrable sur [a, b].

® La fonction 1gno,1] N'est pas Riemann intégrable sur [0, 1].



Dérivabilité et intégration de la limite simple - |

Les exemples ci-dessous montrent que la limite simple d’'une suite de fonctions
dérivables (resp. Riemann intégrables) n’est pas nécessairement dérivable (resp.
Riemann intégrable).

® Pour chaque n > 1, la fonction f, : R — IR définie par
1
fa(x) = [/ X2+ - pour toutx € R

est dérivable sur R et converge simplement vers | - | qui nest pas dérivable en 0.

® On note (gn)neN Une énumération des rationnels de [0, 1] (rappelons que Q est
dénombrable), i.e., {g, : n € N} =QnN[0,1]. Pour chaque n € IN, on définit
fr :[0,1] — IR en posant

n
21{q} pour tout x € [0, 1]
qui est Riemann intégrable sur [0, 1] (car continue par morceaux sur [0, 1] puisque

nulle sauf en qo, ..., gn) de limite simple 1gno,1) qui n'est pas Riemann intégrable sur
[0,1].



Dérivabilité et intégration de la limite simple - I

Nous allons voir ci-dessous que méme si la limite simple f d’'une suite de fonctions
dérivables (fy) e (resp. Riemann intégrable) est dérivable (resp. Riemann
intégrable) on ne dispose pas en général des égalités

. . /
500 = )/
(resp.

b b
lim / f,,(t)dt:/ lim_f(t)dl).

N—y+o0 —> 00

On considere la suite de fonctions (f,),c 0U pour chaque entier n € IN la fonction
fn 1 1:=[0, +eo[— IR est définie par

2 nx

fn(x) :=n“xe~ pour toutx € /.

On vérifie que (1) nen €St une suite de fonctions dérivables sur / qui converge
simplement sur / vers la fonction nulle notée f. On a de plus

. / ~roo . / _
Jim £(0) =+ ;t(nlﬂmfn) (0)=0
ainsi que
1 1
lim /fn(t)dt=1;t/ lim f,(f)dt =0.
Jo Jo N—r+oe

n—r+00



Convergence uniforme



Convergence uniforme

Ce qui précéde nous conduit a développer un autre mode de convergence pour les
suites de fonctions.

Définition

Soient A un ensemble non vide, ng € IN et (f,)n>n, une suite de fonctions de A a
valeurs dans IR. On dit que (f;)n>n, cOnverge uniformément sur B C A vers une
fonction f : B — IR lorsque pour tout réel € > 0, il existe Ng € IN tel que et pour tout
n > N et pour tout x € B

|fa(x) — f(x)| < e.

Si tel est le cas, la fonction f : B — IR est appelée limite uniforme de (;)n>n,
relativement a B.

Comme pour la convergence simple, nous pouvons (sans pertes de généralités)
développer notre étude avec A= B et ny = 0.
Comparer cette définition avec la définition quantifiée de la convergence simple.

Noter que I'entier Ng ne dépend désormais plus que de €.

Comme pour la convergence simple, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguités sur la partie B
en question (notamment lorsque A = B) on écrit f, j) f pour exprimer le fait que
n—r+0c0
(fn) nery converge uniformément vers f. 9



Convergence uniforme V.S. convergence simple

Remarquons que pour établir la convergence uniforme d’une suite de fonctions
(fr)ne @ 'aide de la définition, il faut au préalable connaitre une/la fonction limite f.
La proposition ci-dessous nous dit que cette fonction f n’est nulle autre que la limite
simple de la suite (fp) peN-

Proposition

Soient A une partie de IR et (f;) ey Une suite de fonctions de A dans IR. Si () pen
converge uniformément sur A, alors (f;),en converge simplement sur A.

Démonstration. Supposons que (f,) e converge uniformément sur A. Soit a € A.
Fixons un réel € > 0. Il existe alors Ng € IN (qui dépend de € mais pas de x) tel que
pour tout n > Ng on ait

|fn(a) — f(a)| < e.
Ceci montre que ni"lw fa(a) = f(a), i.e., (f) hey converge uniformément vers f sur A.
La démonstration est terminée. u

® En guise de conséquence directe, nous obtenons le fait que la limite uniforme (si
elle existe) est unique.

® La réciproque de la proposition ci-dessus est fausse.



Convergence uniforme - Exemple avec représentation graphique

On définit pour chaque n > 1 la fonction f, : R — IR en posant

]
fa(x) = 1/ X2+ - pour toutx € R.

La suite de fonctions (f»)n>1 converge uniformément vers la valeur absolue sur R
puisque pour tout n > 1

]
fn(x) — f = —.
sup |fa(x) — F(x)]| NG

Figure 1: Représentation graphique sur [—1,1] de x — f,(x) pour n=1,...,10,20,100,1000 et
X |x].



Absence de convergence uniforme - Exemple avec représentation graphique

On définit pour chaque n > 1 la fonction f, : [0,1] — R en posant

n

fa(x) = x" pour tout x € [0, 1].

Cette suite de fonctions converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1[. I n'y a
pas convergence uniforme de (f;)n>1 vers la fonction nulle sur [0, 1[ puisque

SUPxe[0,1] [fn(x)] = 1.




Majorants/minorants - Plus grand/petit élément

Nous allons caractériser la convergence uniforme a travers la notion de borne
supérieure. Effectuons au préalable quelques rappels.

Soit A une partie non vide de IR. On dit que M € IR (resp. m € IR) est un majorant
(resp. minorant) de A lorsque

a<M (resp.m<a) pourtoutacA.

On note M(A) (resp. m(A)) I'ensemble des majorants (resp. minorants) de A. On dit
que la partie A est majorée (resp. minorée) lorsque M(A) # 0 (resp. m(A) # 0). Si A
est a la fois minorée et majorée, on dit qu’elle est bornée. Il est clair que la partie A
est bornée si et seulement s’il existe M > 0 tel que

|a| <M pourtoutac A
On dit qu’'un réel My (resp. mp) est un plus grand élément (resp. plus petit élément)

de Alorsque My € ANM(A) (resp. mp € AN m(A)). On vérifie sans difficulté que A
n’admet au plus qu’un plus petit (resp. plus grand) élément, noté max A (resp. min A).



Borne inférieure et supérieure

Soit A une partie non vide et majorée (resp. minorée) de IR. Lorsque I'ensemble M(A)
(resp. m(A)) admet un plus petit (resp. plus grand) élément s € R (resp. /), on dit que
s (resp. i) est la borne supérieure (resp. borne inférieure) de A et I'on écrit
s=supA (resp. i = infA). On dit parfois que s est le plus petit des majorants (resp. i
est le plus grand des minorants).

Le résultat suivant garantissant I'existence d’'une borne inférieure et supérieure est
fondamental.

Théoreme

Toute partie non vide majorée (resp. minorée) de IR admet une borne supérieure
(resp. inférieure).

On rappelle que ce n’est pas un axiome (contrairement a ce que I'on peut parfois lire
dans la littérature !). Ce résultat découle bien entendu de la construction de la droite
réelle et de ses propriétés (par exemple la propriété des segments emboités).



Caractérisation fondamentale

En pratique, on utilise la caractérisation suivante :

Proposition
Soit A une partie non vide et majorée (resp. minorée) de IR.

Pour tout réel r, on a I'équivalence r = sup A (resp. r = inf A) si et seulement si
r € M(A) (resp. r € m(A)) et pour tout € > 0, il existe a € Atel que r — € < a (resp.
a<r+ée).

Démonstration. On ne montre que la premiere équivalence (la seconde étant
analogue). Soit r € R.
=, On suppose que r = sup A. Dans ce cas, on a bien slr r € M(A). Fixons € > 0.
Linégalité évidente r — € < r et le fait que r soit le plus petit élément de M(A) nous
disent que r — & € M(A). Il existe donc a € Atelque a>r —e&.
<=, Par I'absurde, supposons que s := sup A # r. Puisque r est un majorant de A, on a
s < r. Posons g := ? > 0. Par hypothése, il existe a € Atel que a > r — €. Il vient
alors

r—s r+s

a>r———=——2>8
2 2

ce qui contredit le fait que s soit un majorant de A. ]



Convergence uniforme et borne supérieure

Nous revenons a présent a la convergence uniforme des suites de fonctions.
Proposition

Soient A un ensemble non vide et (f;),en Une suite de fonctions de A a valeurs
dans IR. La suite (f;) ey converge uniformément sur A si et seulement si

lim sup|f,, (x) — f(x)| = 0. 1)

N—s+00 5

Démonstration. =, Soit € > 0. Il existe (par définition de la convergence uniforme)
N € IN tel que pour tout n > N et pour tout x € A, |f,(x) — f(x)| < €. Il s’ensuit que
Sp = sup|f(x) — f(x)| < & pourtoutn> N.
XEA
On conclut que la suite (sp)s>n converge vers 0.
<, Soit € > 0. L'égalité (1) nous donne tout de suite N € IN tel que pour tout n > N et
pour tout x € A, |fa(x) — f(x)| < €. Ceci traduit la convergence uniforme désirée. |



La convergence uniforme via une majoration

On peut établir la convergence uniforme sans pour autant déterminer explicitement
pour chaque n € IN la borne supérieure supyca |f2(X)| (qui est en général un
probléme difficile!).

Proposition

Soient A un ensemble non vide et (f,) ,eny Une suite de fonctions de A a valeurs

dans R. S'il existe une suite (ap) e d’éléments de A avec nim ap =0 telle que
+00

sup |fa(x) — f(X)| < an,
XEA

alors (fn)nen converge uniformément sur A.

Démonstration. C’est une conséquence directe du théoréme d’encadrement/des
gendarmes. u



Un exemple d’utilisation de la proposition précédente

Soit a > 0. Pour chaque n € IN, on définit f, : [0, +eo[— IR par
fa(x) = exp(—nx)sin(nx) pour tout x € [0, +oo[.

La suite (fy) ,env converge simplement vers la fonction nulle sur [a, +oo[ (via le fait que
le produit d’'une suite réelle qui converge vers 0 par une suite réelle bornée converge
vers 0).

La convergence uniforme découle de la proposition précédente en écrivant

sup fa(x) =0 = sup |f(x)| < sup |exp(—nx) < exp(—na).
X€[a,+oo] X€[a,+oo] X€E[a,+oo[

et en observant que lim exp(—na) = 0.
N—+c0



Absence de convergence uniforme par les suites

Dans la ligne de la proposition précédente nous avons :

Proposition
Soient A un ensemble non vide et (f) e UNe suite de fonctions de A a valeurs
dans R. S'il existe une suite (an)neN d’éléments de A telle que

fn(@n) — f(an) + 0,
alors la suite (fp)nepy N€ converge pas uniformément vers f sur A.
Démonstration. S'il existe une telle suite (an) e, ON a alors

0 < |fa(an) — f(an)| < sup|fa(x) — f(x)| pourtoutn e N
X€eA

et ceci montre que sup,ca | fa(x) — f(x)| = 0. [ |



Exemples d’utilisation de la proposition précédente

® Pour chaque n € IN, on définit f, : [0, +eo[— IR par
fa(x) = exp(—nx)sin(nx) pour tout x € [0, +oo[.

On a vu que (fy)neN converge simplement vers la fonction nulle (et uniformément sur
[a,+oo[ avec a > 0). Elle ne converge pas uniformément sur [0, +oo[ puisque

lim fn(%) =exp(—1)sin(1) #0.

Nn—+00

® Pour chaque entier n > 1, on considére la fonction f, : R — IR définie par
X
fa(x) = nsin(ﬁ) pour toutx € IR.

La suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement sur IR vers f := Idgr mais ne
converge pas uniformément vers f sur IR puisque pour tout n > 1

sup |fn(x) — IdR(x)| > |fa(nT) — nmt| > n7.
xeR

20



Propriétés de la limite uniforme



Convergence uniforme et opérations

Soient A une partie non vide de R,

® Soient (f1) nelN (9n) neN deux suites de fonctions de A & valeurs réelles qui
convergent uniformément respectivement vers f,g : A— IR. Alors, la suite de
fonctions (A f, + gn)pe cOnverge uniformément vers A f +g.

® Soient (f1) nelN (9n)nen deux suites de fonctions de A & valeurs réelles qui
convergent uniformément respectivement vers f, g : A— IR. On suppose que g est
bornée sur A et qu'il existe N € IN tel que pour tout n > N, on ait Sup,c 4 |fn(x)| < +oo.
Alors, la suite (f,gn)neN CONverge uniformément vers fg.

® Soient f : A— R une fonction, (f,)he Une suite de fonctions de A dans IR et
A1, ...,An des parties de A. Si (fy)nen COnverge uniformément sur Ay, ..., Ap, alors
(fa)neN converge uniformément sur JgLq Ak.

21



Convergence uniforme et caractere borné

Considérons une suite de fonctions (f,) ey définies sur une partie non vide AC R a
valeurs réelles qui converge uniformément vers f: A — IR.

o |l existe N € IN tel que pour tout n > N, la fonction f, — f soit bornée sur A.
® Si f est bornée sur A par un réel M > 0, nous avons pour € > 0 I'existence de

N > 1 tel que pour tout n > N

sup|fr(x)| < e+ M.
XEA

On dit alors parfois que la suite (f,),>n est uniformément bornée. Bien sir, si les
fonctions fy, ..., fn sont bornées, alors la suite (fy) ey €st uniformément bornée.

® Si les fonctions (f;),cn soNnt bornées sur A (i.e., pour chaque n € IN, il existe
Mp > 0 tel que supy |fa| < Mp), alors f est bornée (et le point précédent nous dit alors
que (fr)neN est uniformément bornée).

22



Continuité de la limite uniforme

La limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue. Plus précisément :

Proposition
Soient A une partie non vide de IR, (f,) ey Une suite de fonctions de A dans IR qui
converge uniformément vers f : A— R. Si pour chaque n € IN, la fonction f, est

continue en a € A, alors f est continue en a.
Démonstration. Soit € > 0. Choisissons (par convergence uniforme) N € IN tel que
sup\fN x)—f(x)| < e/3.

La continuité de fy en a nous donne un réel n > 0 tel que pour tout

x € ANla—n,a+n[=:1
[fn(x) — fn(a)| < €/3.

Il reste a écrire que pour tout x € /,
() = f(@)] < |[f(x) — v ()| + | in(x) — n(@)| +|fn(a) — f(a)| < &

pour conclure que f est continue en a.

23



Continuité de la limite uniforme - suite et fin

On peut parfois exploiter le résultat précédent pour établir qu’'une suite de fonctions
ne converge pas uniformément.

On reprend un exemple vu précédemment. Pour chaque n > 1, on considére la
fonction £, : [0,1] — IR définie par

fa(x) == x"  pour tout x € [0, 1].
La suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement vers f : [0, 1] — R définie par
f(1)y=1 et f(x)=0 pourtoutx € [0,1].

Pour chaque n > 1, la fonction f, est continue sur [0, 1] tandis que la limite simple f de
(fn)n>1 N'est pas continue en 1.

La proposition précédente nous dit alors que (f,) . Ne converge pas
uniformément sur [0, 1].

24



Suites de Cauchy

Avant de poursuivre notre étude des suites de fonctions, effectuons quelques rappels
sur les suites de Cauchy.

Soit (Un) e UNe suite de réels. On dit que (un) e €St une suite de Cauchy lorsque
pour chaque réel € > 0, il existe N € IN tel que pour tout p,g € N avec N < p < gon
ait I'inégalité

|up — ug| < €.

Lintérét des suites de Cauchy est de pouvoir établir la convergence d’une suite sans
invoquer sa limite. On rappelle en effet 'une des propriétés les plus importantes de la
droite réelle :

Théoréme (complétude de R)

Une suite réelle est convergente si et seulement si elle est de Cauchy.

Limplication <= est un simple exercice tandis que la réciproque découle de la
construction de la droite réelle.

25



Propriété de Cauchy uniforme

Soient (f,) e Une suite de fonctions définies sur A C IR a valeurs dans IR.
Rappelons que pour X € A, le fait que la suite (fn(?))nelN soit de Cauchy signifie que
pour chaque réel € > 0, il existe N € IN tel que pour tout p,q € N avec g > p > N, on
ait I'inégalité

[f2(X) — fy(x)| < &.

Une légére adaptation de la définition ci-dessus conduit a :
Définition
Soient (f,) nen UNe suite de fonctions définies sur A C R a valeurs dans IR. On dit
que (fa)nen a la propriété de Cauchy uniforme sur A lorsque pour chaque réel
£ >0, il existe N € IN tel que pour tout p,g € IN avec N < p < q et pour tout x € A,
on ait I'inégalité

[fo(x) — fy(x)| < .

26



CNS pour la convergence uniforme via la propriété de Cauchy

Sans surprise, la propriété de Cauchy uniforme est équivalente a la convergence
uniforme (dans le cadre des suites de fonctions a valeurs réelles).

Théoréme

Soient (fy) e UNe suite de fonctions définies sur A C R a valeurs dans IR . Alors,
(fn)nen converge uniformément sur A si et seulement si (f,) ey Satisfait la propriété
de Cauchy uniforme sur A.

Démonstration. =, Supposons que (f;),en converge uniformément sur A. Soit
€ > 0. Choisissons N € N tel que pour tout n > N, sup,c4|fa(a) — f(a)| < 5. Soient
p,ge N avec N < p <q. Onapourtoutx € A

|fo(x) = Ta(X)| < |fp(x) — F(x)| + |F(x) — fo(x)| < €.
et ceci montre que (f) e @ la propriété de Cauchy uniforme sur A.

<, Supposons que (fy) N satisfait la propriété de Cauchy uniforme sur A. Soit
€ > 0. llexiste N € N tel que pour tout p,g € IN avec N < p < g, on ait

sup|fp(x) — fg(x)| < €.
X€EA

Pour chaque x € A, la suite (f1(x)) e €st de Cauchy dans R, donc elle converge
vers un réel que I'on note f(x). 27



Autrement dit, la suite (f,) ,ey converge simplement sur A. Nous allons voir que cette
convergence est en fait uniforme sur A. Pour tout n > N et pour tout x € A, on a

[fa(x) — fp(x)| < € pour toutm > n.
Il s’ensuit que pour tout n > N et tout x € A,
|fa(x) — f(x)] < €.
On conclut que pour tout n > N,
sup|fa(x) — f(x)| < €
XEA

ce qui traduit bien la convergence uniforme attendue vers la fonction f. La

démonstration est terminée. [ |

28



Double limite en un point adhérent

Nous allons exploiter la propriété de Cauchy uniforme pour établir le résultat
ci-dessous dit de "double limite" ou "d’interversion de limites". Avant de I'énoncer,
rappelons qu’un point @ € RU { —oo, +eo} est adhérent a une partie A de R lorsqu'il
existe une suite (ap) ey d’éléments de A telle que nin;nw anp=a.

Théoreme

Soient A une partie de R et a € RU{—o0, +o0} un point adhérent & A, (f,),eN Une
suite de fonctions de A a valeurs réelles qui converge uniformément vers f : A — IR.
On suppose que pour chaque n € IN, Jﬂ’]a fn(x) existe dans IR.

Alors, la limite lim f(x) existe dans R et
X—a

lim f(x) = lim (_lim fy(x)) = lim (lim f5(x)).

x—a X—a \ N—>+00 N—+00 \ x—a

29



La démonstration

Pour chaque n € IN, on note ¢, := Jina fa(x). Nous allons commencer par établir que
la suite (¢)neN €St de Cauchy. Soit € > 0. Puisque (f;)heny converge uniformément
vers f elle satisfait la propriété de Cauchy uniforme. Il existe donc N € IN tel que pour
tout p,q € IN avec g > p > N on ait

[fo(x) — fq(x)| < €/3 pour toutx € A. (2)
Il découle de ceci que pour tout g > p > N, |{, — £g| < €/3 et ceci traduit la propriété
de Cauchy attendue. Ainsi, la limite ¢ := nim {, existe dans IR. Nous pouvons alors
oo
trouver un entier ng > N tel que ¢y, — €| < €/3. En revenant a (2) et en utilisant le fait
que (fr)neN converge simplement vers f, nous voyons que
|fny (X) — f(x)] < €/3 pour toutx € A.

Supposons maintenant que a € R (resp. a= +o0, a= —oo). Par ailleurs, la définition de
£p, nous donne 'existence de 1 > 0 (resp. 'existence de r € R) tel que pour tout

x € ANla—n,a+n[=: V (resp. x € AN]r,+oo[=: V, x € AN] — oo, r[=: V) on ait

|fny (X) — £ny| < €/3. Il reste alors & écrire que pour tout x € V

[f(x) — €] < |F(X) — Fa(X)] + [Fn(x) — n| + |[€n — £

pour obtenir I'égalité J@a f(x) = £. La démonstration est terminée. ]
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Convergence uniforme et Riemann intégrabilité

Nous donnons a présent un résultat permettant en particulier (voir (c) ci-dessous)
d’intervertir le symbole "limite" et le symbole "intégrale".

Soient a,b € R avec a < b, (f,) e Une suite de fonctions de [a, b] dans IR
Riemann-intégrables sur [a, b]. On suppose que (fn)neN converge uniformément
vers une fonction f : [a, b] — R. Ont lieu :

(a) La fonction f. est Riemann-intégrable sur [a, b].

(b) La suite de fonctions (Fp),eN converge uniformément vers Fo,, oU pour chaque
n € INU {e}, la fonction Fp, : [a,b] — R est définie par

"X
Fn(x) :=/ fa(t)dt pour toutx € [a, b].
a
(c) On a I'égalité

b b
lim / fn(t)dt:/ lim fo(f)dt.

N—+oc0 nN—+oc0
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La démonstration

Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N

£
sup |fa(t) — (1) < =IC (3)
telab] fn | 4(b—a)
ce qui est équivalent a
fa(t) —c < f(t) < fp(t)+ ¢ pour toutt € [a, b]. (4)

La Riemann-intégrabilité de fy sur [a, b] nous donne deux fonctions en escaliers

¢,y :[a,b] — Rtelles que ¢ < fy < y et f:(lﬂ— @)(t)dt < §. Posons @ := —c+ @ et
Y = c+ . On tire facilement des inégalités (4) que @ < f < V. Par ailleurs, on a
également

b b
/a (w—<p>(t>dt=~/a (W — @)(t)dt +2c(b— a) < €.

Il s’ensuit que f est Riemann-intégrable sur [a, b], autrement dit (a) est établie. Cette
intégrabilité et I'inégalité (3) nous assurent que pour tout n > N et pour tout x € [a, b]

\/fn ot — /f dt|</ o) — F(£) |dt74b7 x—a)<e

ce qui traduit la convergence uniforme énoncée dans (b). Il reste a voir que (c) est
une conséquence directe de (b) pour terminer la démonstration. ]
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Convergence uniforme et caractere C'

De ce résultat nous déduisons des conditions suffisantes garantissant la dérivabilité
de la limite d’une suite de fonctions de classe C'. Il convient d’observer que
I'hypothése de classe C' et non de simple dérivabilité vient de I'usage de I'ntégrale
de Riemann dans la démonstration.
Corollaire
Soient a,b € R avec a < b et (f;) nen UNe suite de fonctions de [a, b] a valeurs
réelles de classe C'. On suppose :
(i) La suite des dérivées (f}) e converge uniformément vers une fonction
g:[a,b] — R.
(ii) La suite (f)ney converge simplement sur [a, b] vers une fonction f : [a, b] — R.
Alors, f est de classe C! sur [a, b], la suite (1) nen converge uniformément sur [a, b]
vers fetf =g.
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La démonstration

Pour chaque n € IN, la fonction f, est Riemann-intégrable (car continue) sur [a, b] ce
qui permet de définir Fj, : [a,b] — IR par

X
Fn(x) ::/ f/(H)dt pour toutx € [a, b].
a

Lhypothése (i) nous dit que g est continue sur [a, b] et le Théoréme de la Slide 31
garantit que (Fp) e converge uniformément vers G : [a, b] — R définie par

G(x) = /: g(t)dt pour toutx € [a, b].

La fonction G est de classe C' sur [a, b] par continuité de g sur [a, b]. Pour chaque

n € IN et pour chaque x € [a, b], on a Fp(x) = fr(x) — fa(a). Il S’ensuit (via (i) et la
convergence uniforme mentionnée ci-dessus) que (f;),cNy converge uniformément
vers G+ f(a). Ceci et (i) donnent alors f = G+ f(a). La fonction f est dérivable sur

[a, b] et satisfait f/ = G’ = g. La continuité de g nous permet de conclure que " est
continue, i.e., f est de classe C'. |
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Convergence uniforme et dérivabilité

On peut affaiblir les hypotheses du corollaire précédent comme ci-dessous. Noter que
la démonstration ne repose plus sur I'intégrale de Riemann mais sur les
accroissements finis.

Théoréeme

Soient (f,) nenn Une suite de fonctions définies sur un intervalle / borné d’intérieur
non vide a valeurs dans IR, dérivables sur /. On suppose :

(i) La suite des dérivées (f}),eN converge uniformément vers une fonction
g:l—R.

(ii) Il existe xo € I tel que la suite (f,(xo0))nen converge dans IR.

Alors, la suite (f,),en converge uniformément sur / vers une fonction f: / — R
dérivable sur / et telle que ' = g.
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La démonstration

Soit M > 1 tel que | C [-M, M]. Montrons tout d’abord que (f,) N Satisfait la
propriété de Cauchy uniforme. Soit € > 0. Le fait que la suite (f,(xop))neN SOIt de
Cauchy et le fait que (f)) e 2 la propriété de Cauchy uniforme nous donnent
I'existence de N € IN tel que pour tout p,qg € IN avec g > p > N, on ait
€ € €

fo(x0) — fy(x0)| < = et sup|fi(x)—f < —< 5

[fo(x0) — falx0)| < 5 sup| fp(x 0 < 4 < (5)
Pour p,g € IN avec g > p > N et pour x € | une application de I'inégalité des
accroissements finis sur /Iy := [min(x, xg), max(x, xg)] donne

[fo(x) — fg(x)] < [(fo — fg) (%) — (fo — fg) (X0)| + [ o(X0) — fq(x0)]

<sup|(fp — f, X—Xp|+ = —2Mf
_yei’\(p 2 Wl °‘+2_4M +

ce qui traduit le fait que (f;) e @ la propriété de Cauchy uniforme. Cette suite
converge donc uniformément vers une fonction 7 : / — IR.
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Fixons x1 € I. A travers la deuxieme inégalité de (5), nous voyons que
[T, (x1) — g(x1)| < £. En combinant cette inégalité et la définition de fy,, nous
obtenons & > 0 tel que pour tout x €]xy — &, x1 +O[\ {x}

In(x) — fn(x1) n(xX)—fn(xa) / € & ¢
- <|——f fi — < —+—-==
x9N S | T )|+ lia) — gl < g g = 5
Une nouvelle application des accroissements finis avec la deuxiéme inégalité de (5)
fournit pour tout p > N
€
|(fn — o) (X) — (fn — o) (x1)| < Z\X*)ﬁ |
En passant a la limite (lorsque p — +o) dans l'inégalité précédente
£ £
[ =) = (v =Nx1)| < JIx =] < Slx—x].
Il reste a écrire
f(x) — f(x1) (F= ) ) = (F = ) 0x1) || In(x) — fn(xa) € €
= — = gbx)| < [ ]+ —gba)| < S+5 =€
X — X1 X —Xq X — X1 2 2

pour conclure que f est dérivable en x, de nombre dérivée f'(x) = g(x). La
démonstration est terminée. u

37



Intégrale de Riemann généralisées/impropres

Soient a < b < +oo et f : [a, b[— IR une fonction. Lorsque f est Riemann intégrable sur
[a,c] pour tout a < ¢ < b et que limy_p x<p [a t)dt existe dans IR, on note fa
la limite, i.e.,

im [ oyt = /bf(t)dt

x—b,x<b.)a

Dans ce cas, on dit que fa t)dt est I'intégrale généralisée/impropre (de Riemann)
de f sur [a, b[. Parfois, on dit que ja t)dt converge ou que f est Riemann intégrable
sur [a, bl.

Si b < +c0, on montre que fa t)dt converge si et seulement si pour chaque réel

€ >0, il existe un réel n > 0 tel que pour tout x, y € [a, b[ avec x,y €]n — b, N +b[ on
ait | [ f(t)dt| < e.

Si b = +e0, 0N montre que fa t)dt converge si et seulement si pour chaque réel

€ > 0, il existe un réel A > 0 tel que pour tout x,y > Aon ait | [} f(f)dt| < €.

Bien sdr, on définit de méme la Riemann intégrabilité généralisée sur un intervalle de
la forme ]a, b] avec —eo < a < b < +o0 et I'on dispose d’équivalences analogues a
celles-ci dessus.
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Convergence uniforme et Riemann intégrabilité généralisée - Cas d’un intervalle

borné

Lorsque lintervalle d’intégration est borné (i.e., du type [a, b[ ou ]a, b] avec a,b € IR et
a < b) nous disposons d’'un résultat analogue au théoreme précédent pour I'intégrale
généralisée de Riemann.

Soient a < b deux réels et (fy) ,ey UNe suite de fonctions de [a, b[ dans IR
Riemann-intégrable sur [a, b[ (i.e., avec f: fn(t)dt convergente pour tout n € IN). On
suppose que (fn)ne converge uniformément vers une fonction £ : [a, b[— R. Ont
lieu :

(a) La fonction f., est Riemann-intégrable sur [a, b] (i.e., j: f(t)dt converge).

(b) On a I'égalité

b b
lim / fn(t)dt:/ fo(t)dlt.
n—+oo | 4 a
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La démonstration

Etant donné a < ¢ < b, nous pouvons appliquer le Théoréme de la Slide 31 pour
obtenir la Riemann-intégrabilité sur [a, c] de la fonction f puisque pour chaque n € IN
la fonction f, est Riemann-intégrable sur [a, c] et la suite (f;) e CONverge
uniformément sur [a, c] vers f.. Soit € > 0. Posons ¢ := ﬁ. Il existe N € IN tel
que pour tout n > N on ait
sup |fa(t) — f(1)] < c. (6)
tela,bl
Le fait que fy soit Riemann-intégrable sur [a, b] (i.e., fab fn(t)dt converge) nous donne
un réel n > 0 tel que pour tout x, y € [a,b[N]Nn — b,n + bl on ait | [ fn(t)dt| < /2.
Ceci et I'inégalité (6) nous donnent

y y y e
[ it~ [ttt < [ 10— eatblat < oly —x <
X X X 2
d’ou I'on tire
y Yy £
\/ f(t)ct| < \/ f(tyat|+ £ <&
X X 2

Il s’ensuit que f. est Riemann-intégrable sur [a, b[.
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Pour n> N et a< y < b, I'inégalité (6) permet d’écrire

[ ntnar— [ et <oty -a) < e

et ceci entraine ) .
I/ fn(t)dt—/ fo(f)dt| < €.
a a

On conclut que

b b
lim / fn(t)dt=/ f(t)dt.
n—r+eo | 5 a
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Théorémes de Dini et équicontinuité




Premier théoreme de Dini

Nous allons a présent énoncer et démontrer deux théoréemes attribués a U. Dini qui
garantissent qu’une suite de fonctions simplement convergente et satisfaisant des
hypothéses de monotonie et de continuité converge uniformément.

Théoreme (1er théoreme de Dini)

Soient a,b € R avec a < b, (f,)nen UNe suite de fonctions continues de [a, b] dans
R. On suppose que (f,),cN est monotone et qu’elle converge simplement vers une
fonction f : [a,b] — IR. Si f est continue, alors la suite de fonctions (f,),cy converge
uniformément vers f.

Démonstration. Supposons que f est continue. On peut supposer que (fy) e est
croissante. On a bien sar f, < f pour tout n € IN (en fait, on a méme f = sup,c\ fn)-
Par I'absurde, supposons que (fy) ey Ne converge pas uniformément vers f. |l existe
alors € > 0 tel que pour tout N € IN, il existe n > N satisfaisant

sup |fp(x) — f(x)] > €.

XEA
Il n’est alors pas difficile de voir qu'il existe (fp(n)) e Une sous-suite de (fr) N telle
que

sup |fo(n(x) — f(x)| > € pour toutn € IN.

x€ela,b]
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Pour chaque n € IN, nous pouvons trouver x,, € [a, b] tel que
|f(p(n) (Xn) — f(Xn)| > E.

Le caractere fermé et borné de K := [a, b] nous assure de I'existence d’'une sous-suite
(Xy(n))neN de (Xa)neN qui converge vers X € K. En notant 6 := ¢ o y (qui est une
fonction strictement croissante) on peut écrire pour tout n € IN

f(Xy(n) — To(n)(Xy(n) > €.
Fixons pour un moment m € IN. Pour tout n> m, on a
f(xXy(n) = Toim) Xy (n) = F(Xy(n) — Ton) (Xy(n) = &,

ou la premiére inégalité résulte de la croissance de (fy),eN- Il S’ensuit (par passage a
la limite et en utilisant les hypothéses de continuité)

f(X) — fg(m) (%) > €.

Il reste a voir que
f) > lim (fom)(X) +€) = f(x) + €

pour obtenir la contradiction recherchée. La démonstration est terminée. ]
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Contre-exemples

® Le 1er théoreme de Dini n’est pas valable si I'intervalle considéré n’est pas fermé.
Considérons pour chaque entier n > 1 la fonction continue f, : [0, 1[— IR définie par

n

fa(x) :==x" pour toutx € [0, 1].

La suite (f,) heN €St décroissante, converge simplement vers la fonction nulle de
f:[0,1[— IR qui est continue. Toutefois, la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1]
puisque
sup |fa(x)—0|= sup x"=1.
x€[0,1[ x€[0,1]
® Le théoréeme de Dini n’est pas valable si I'intervalle considéré n’est pas borné.
Considérons pour chaque entier n > 1 la fonction continue g, : [0, +oo[— IR définie par

gn(x) := % pour tout x € [0, +oo[.

(gn)neN est décroissante, converge simplement vers la fonction nulle de
g : [0, +eo[— IR qui est continue. Toutefois, la convergence n’est pas uniforme sur
[0, +oo[ puisque
X _n
sup |gn(X)—0|= sup —>—=1.
X€E[0,+00[ XE[0,+00[ 1 n
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Deuxiéeme théoreme de Dini

Le deuxieme théoreme de Dini s’énonce comme suit :

Théoréme

Soient a,b € R avec a < b, (fn)nen Une suite de fonctions croissantes (resp.
décroissantes) de [a, b] dans IR. On suppose que (f,)nen converge simplement
vers une fonction f : [a, b] — IR. Si f continue, alors (f,) ey converge uniformément
vers f.

Démonstration. Supposons que f soit continue sur [a, b] et supposons également
que pour tout n € IN la fonction f, soit croissante sur [a, b]. Par convergence simple,
la fonction f est alors elle aussi croissante sur [a, b]. Soit € > 0. D’aprés le théoréme
de Heine, nous savons que f est uniformément continue et ceci nous donne 11 > 0 tel
que pour tout x, x” € [a,b] avec |x — x| < 17 on ait l'inégalité |f(x) — f(x')| < £/2.
Considérons maintenant une subdivision de pas < 1 de [a, b], i.e., choisissons un
entier p > 1 et des réels xo, ..., xp tels que

a=x<x3<..<Xp=b et xp1—x;<n pourtoutic{0,...,p—1}.
Par convergence simple de (fa)ne Vers f, il existe N € IN tel que pour tout n > N et
pour tout i € {1,...,p}

[fa(xi) — ()| <

N ™
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Fixons pour un moment n > N et x € [a, b]. Notons j € {0,...,p— 1} tel que
X € [}, Xj+1]. Nos hypothéses de croissance donnent

fa(xj) < fa(x) < fa(Xje1) et (X)) < F(X) < F(Xj41),
d’ou I'on tire
(X)) = fn(Xj1) < F(X) = fo(X) < F(Xji1) — fn(X)). @)
En remarquant que
[F(xj1) — Fa )] < [F(Xja1) — Fx5) |+ [F() — Falx5)| <

+-=¢€

N ™
| m

et
£ €
|f(X/) - fn(Xj+1)‘ < ‘f(X/) - f(Xj+1)| + |f(Xj+1) - fn(xj+1)‘ < 5 + 5= £
on en arrive (voir (7)) a —€ < f(x) — fp(x) < €. Nous venons d’établir que pour tout
n>N,
sup |fr(x)—f(x)| <&
x€[a,b]

ce qui traduit la converge uniforme de (fp) e Vers f sur [a, b]. ]
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Contre-exemples

® Le 2eme théoréme de Dini n’est pas valable si 'intervalle considéré n’est pas
fermé. On reprend le méme contre-exemple que pour le 1er théoreme de Dini.
Considérons pour chaque entier n > 1 la fonction continue f, : [0, 1[— R définie par

fa(x) := x"  pour toutx € [0, 1[.

Pour chaque n > 1, la fonction f,, est croissante sur [0, 1[, converge simplement vers
la fonction nulle de f : [0, 1[— IR qui est continue. Toutefois, la convergence n’est pas
uniforme sur [0, 1] puisque

sup |fp(x)—0|= sup x"=1.
x€[0,1] x€[0,1]
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Equicontinuité

Notre prochain résultat fera appel a la notion d’équicontinuité (qui sera au centre du
théoreme de Arzela-Ascoli que vous rencontrerez plus tard).

Définition

Soient A une partie non vide de IR et (f;);c; une famille non vide (i.e., / # 0) de

fonctions de / dans IR. On dit que (f;);c/ est équicontinue sur A lorsque pour
chaque réel € > 0, il existe un réel > 0 tel que pour tout i € /, pour tout x,y € A

avec |x —y| <, on ait
|fi(x) — fily)| < €.

Bien sdr, si (f;)jc/ est équicontinue sur A, alors pour chaque j € /, la fonction f; est
uniformément continue sur A.

Si A est un segment de IR et si / est un singleton, il y a équivalence entre continuité
sur A, uniforme continuité sur A et équicontinuité sur A.

S’il existe K > 0 tel que pour tout i € /, la fonction f; soit K-Lipschitz sur A, alors la

famille (f;)jc; est équicontinue sur A.
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Convergence uniforme sous hypothése d’équicontinuité

On en arrive maintenant a notre résultat central en lien avec I'équicontinuité.

Théoréme

Soient a,b € R avec a < b, (f,)heN Une suite de fonctions équicontinues de
I:=[a, b] dans R. Si (f,) nen cONverge simplement vers une fonction f : [a, b] — IR,
alors (fp)nenv converge uniformément vers f.

Démonstration. Soit € > 0. Lhypothése d’équicontinuité nous donne un réel n >0
tel que pour tout n € IN et pour tout x,y € /avec |x — y| < 1 on ait

£
|f(x) = fa(Y)] < 3 8
La convergence simple de (f;) N Vers f nous donne alors pour tout x, y € [ avec
x—yl<n .
00 =)l < 3 9)
Par ailleurs, par précompacité de /, il existe un entier p > 1, I1,..., |, des intervalles

de IR non vides de diametre < 1 tels que [a, b] C Uf=1 Ig.
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Pour chaque k € {1,...,p}, choisissons également xx € lx. Une nouvelle utilisation
de la convergence simple de (f,),cN Vers f nous donne I'existence de N € IN tel que
pour tout n > N et pour tout k € {1,....p}

i) — Fx)| < g (10)

Soit x € [a, b]. Choisissons kg € {1,...,p} tel que x € I, en particulier notons que
|xk, — X| < 1. Nous sommes maintenant en mesure de combiner (8), (9) et (10)

(%) = FO)] < [Fa(X) = fa(Xko )| + [ FXk, ) — (ko) + [F(Xk,) — F(x)]

On conclut que (fs) e cOnverge uniformément vers f. |
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Théoréme de Weierstrass




Théoréeme (Weierstrass)
Soient a,b € R avec a < b et f : [a,b] — R une fonction. Alors, il existe une suite de
fonctions polynomiales (f,) ey Qui converge uniformément vers f sur [a, b].
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Séries de fonctions




Vocabulaire sur les séries de fonctions

Nous développons maintenant la notion de série de fonctions qui peut étre vue
comme un cas particulier des suites de fonctions.

Soient (f,) nen UNne suite de fonctions de A C IR a valeurs réelles. Pour chaque
n € IN, nous pouvons considérer la fonction S, : A — IR définie par

n
Sn(x):= Y f(x) pour toutx € A.
k=0

La suite de fonctions (Sp) e est appelée suite des sommes partielles associée a
la suite de fonctions (f,)heny- |l €st d’usage de désigner la suite (Sp)peN Par Y. fr que
I'on appelle alors séries de fonctions (de terme général f,).

Lorsque (Sh)neN converge simplement (resp. uniformément) vers une fonction
S:A— IR, ondit que la série de fonctions ) f, converge simplement (resp.
uniformément) sur A. Si tel est le cas, la limite simple de la suite (Sp) e est
appelée somme de la série de fonctions ) f, et est notée Y 77 fy, i.e.,

(Y ) (x) = S(x) = Y ().
n=0 n=0
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Propriété de Cauchy uniforme pour les séries de fonctions

On a vu qu’une de fonctions (fp) pepn définies sur un ensemble non vide AC R a
valeurs réelles converge uniformément si et seulement si elle vérifie la propriété de
Cauchy uniforme : pour tout réel € > 0, il existe N € IN tel que pour tout p,g € IN
avec N < p < g, on ait supyc 4| fo(x) — fo(x)| < €.

Ce résultat a pour conséquence immédiate :

Théoreme

Soient (fy) e UNe suite de fonctions de A C R a valeurs réelles. Alors, la série de
fonctions Y f, converge uniformément si et seulement si pour tout réel € > 0, il
existe N € IN tel que pour tout p,q € IN avec N < p < g on ait

q
'Y x| <e. (11)

k=p+1

Démonstration. Il suffit d"appliquer I'équivalence rappelée avant I'’énoncé a la suite
des sommes partielles associées a (fp)peN- ]

Remarque : On dit parfois que la série de fonctions ) f, satisfait le critere de Cauchy

lorsque (11) a lieu.
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Convergence normale

On introduit ici un mode de convergence propre aux séries de fonctions.
Définition
Soient (f) e UNe suite de fonctions bornées d’un ensemble non vide A C R dans
IR. On dit que la série de fonctions Y f, converge normalement sur A lorsque la
série numérique (& termes positifs) Y sup,c 4 |f(x)| est convergente.

Lintérét principal de la convergence normale réside dans le résultat ci-dessous :
Proposition
Soient (f) e UNe suite de fonctions bornées d’'un ensemble non vide A C R dans
RR. Si ) f, converge normalement sur A, alors Y f, converge uniformément sur A.

Démonstration. On suppose que Y f, converge normalement sur A. La suite des
sommes partielles associée a la série numérique Y sup,c 4 |f(x)| est donc de
Cauchy. Soit € > 0. Il existe N € IN tel que pour tout p,q € IN avec N < p < g, on ait

q
Z sup|fc(x)| = | Z sup|fk || <e.
k=p+1 X€A k=p+1 X€A

Il s’ensuit que pour tout x € A, |Zz:p+1 fi(x)| < €. On conclut a I'aide du théoréme
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Continuité de la somme

Nous avons vu que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue.
Une application directe de ce résultat aux séries de fonctions nous donne :
Proposition
Soient (fy) e UNe suite de fonctions de A C R a valeurs réelles continue en un
méme point a € A. Si Y. f, est uniformément convergente sur A, alors sa somme

oo fn est continue en a.

Démonstration. Supposons que Y f, soit uniformément convergente sur A, i.e., la
suite de fonctions (Sp) e converge uniformément sur A, ou pour chaque n € IN, on
définit S, : A— R en posant

n
Sn(x) =Y fk(x) pour toutx € A.
k=0

Cette fonction est continue en a puisque somme (finie) de fonctions continues en a.
La limite uniforme de (Sp)peN qui est par définition la somme de la série Y f, notée
775 n est alors continue en a d’apres la proposition de la Slide 23. |
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Permutation série/limite

Le théoréme de la double limite pour les suites de fonctions nous permet de permuter
le symbole Y avec le symbole lim.

Proposition

Soient (fy) e UNe suite de fonctions de A C IR a valeurs réelles dont la série
converge uniformément sur A et a € adh A. On suppose que pour chaque n € IN,
by = J[)na fr(x) existe dans IR. Alors, la série de fonctions Y ¢, converge simplement

sur A et

i E - E mo

Démonstration. On considére la suite de fonctions (Sp) e OU pour chaque n € IN,
Sp : A— R est définie par

n
Sn(x):= Y fk(x) pourtoutx € A
k=0

et on applique alors le théoréme de la double limite (voir Slide 29) pour obtenir
I'égalité

lim f(x) = lim (lim sp(x)).
X—a n—+c X—a



Permutation série/intégrale de Riemann sur un segment

Une application directe du Théoréme Slide 31 va nous permettre d’obtenir un premier
résultat de permutation Y et [.

Soient a,b € R avec a < b, (f,)neN Une suite de fonctions de [a, b] dans R
Riemann-intégrables sur [a, b]. On suppose que Y f, converge uniformément. Ont
lieu :

(a) La fonction Y77, f, est Riemman-intégrable sur [a, b].

(b) La série de fonctlons Y F, converge uniformément vers F. ou pour chaque

n € INU {e}, la fonction Fp, Fe : [a,b] — R est définie par

X
:/ fa(t)dt pour toutx € [a, b].
a

etou
X+
Foo(X) /Zf,, f)dt pour toutx € [a, b].
a

n=0

s b b+
,;)/a fn(t)dt_/a Y f(t)al

n=0

(c) On a I'égalité
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Dérivation terme a terme

Nous concluons ce cours avec le théoreme suivant relatif a la dérivation des séries de
fonctions.

Théoréeme

Soient a,b € R avec a < b, (f,) e Une suite de fonctions de [a, b] a valeurs réelles
de classe C'. On suppose :

(i) La série des dérivées Y f/ converge uniformément sur [a, b].

(if) La série Y. f, converge simplement sur [a, b].

Alors, la série Y f, est uniformément convergente sur [a, b] et sa somme ) f, est de
classe C' sur [a, b] de dérivée ¥ 1.
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