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Les calculatrices, téléphones, tablettes, ordinateurs, montres connectées et tous appareils
électroniques de communication ou de stockage, ainsi que les documents sont interdits.
La qualité de la rédaction est un facteur important d’appréciation des copies. Vous étes donc
mvités a produire des raisonnements clairs, complets et concis.

A propos des fonctions convexes d’une variable réelle
Une partie C' d’un R-espace vectoriel est dite étre convere lorsque
tr+ (1 —t)y € C pour toutt € [0,1],2,y € C.

On rappelle que les convexes de R sont exactement les intervalles de R. On rappelle éga-
lement que pour tout a,b € R (sans que 1’on suppose nécessairement a < b)

[a,b] :={ta+ (1 —t)b:t € [0,1]}, Ja,b]:={ta+ (1 —¢)b:t€]0,1]},...

Dans toute la suite, I désigne un intervalle de R, non vide et non réduit & un point. Un point
x € I est dit étre un point intérieur de I lorsqu’il existe un réel r > 0 tel que

le —r x4+ r[C 1.
L’ensemble des points intérieurs de I est noté int I et est appelé intérieur de I. On rappelle
que int I est le plus grand ouvert de R inclus dans I.
Soit f : I — R une fonction.
— On dit que f est convezxe (sur I) lorsque

f(t:c+ (1-— t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y) pour toutz,y € I,pour tout t € [0, 1].

Lorsque — f est convexe (sur I), on dit que f est concave (sur I).
— On dit que f est lipschitzienne sur une partie D de I lorsqu’il existe un réel K > 0 tel
que
|f(z) = f(y)| < K|z —y| pourtoutz,y € D.

— On dit que f est dérivable a gauche (resp. a droite) en un point a € I qui n’est pas la
borne gauche (resp. droite) de I lorsque

LR (O () ()
2@ T-a e T

existe dans R. Si tel est le cas, cette limite est notée f,(a) (resp. fy(a)) et est appelée
nombre dérivé a gauche (resp. nombre dérivé a droite) de f en a.



L’ensemble
epif :={(z,r) e I xR: f(z) <r}

est appelé épigraphe de f. De méme, on appelle hypographe de f ’ensemble

hypo f :=={(z,r) € I xR: f(x) > r}

Soient a,b € R avec a < b. On rappelle que toute fonction monotone f : [a,b] — R est
(Riemann) intégrable sur [a,b]. On rappelle enfin que pour une fonction f : [a,b] — R
(Riemann) intégrable sur [a, b], on dispose de ’égalité

n—+o0o M n

b b—an_1 b—a
/ f(H)dt = lim > fla+k ).
a k=0

1 Généralités et premiers exemples

1.

Soit A : I — R une fonction. On suppose que A est affine, i.e., il existe a,b € R tels
que

A(z) =ax+b pour tout z € 1.
Montrer que A est convexe.

Montrer que la fonction V : I — R définie par
V(z) = |z| pour toutx € I

est convexe.

Soit C : I — R la fonction définie par
C(z) =z? pour toutz € I.

Montrer que C est convexe sur I.

Soit f : I — R une fonction. Montrer que f est convexe sur I si et seulement si
'ensemble epi f est convexe dans R%. Donner une interprétation géométrique de ce
résultat.

Soit f : I — R une fonction convexe. Montrer par récurrence que pour tout entier
n > 1, pour tout z1,...,x, € I et pour tout t1,...,t, € [0,1] avec Z?:l tj=1,0na

FO tiay) < tif(xy).
j=1 j=1

Soit f : I — R une fonction continue sur I. On suppose que

flx) + fy)
2

r+y
2

£

) < pour tout x,y € I,

une relation évidemment vérifiée par toutes les fonctions convexes. L’objectif des ques-
tions qui suivent est d’établir la convexité de f.



(a) Par récurrence, montrer que pour tout n € N, pour tout xy,...,z9n € I, on a

$1+...+I2n

S < L ()t fla)).

£

(b) En déduire que pour tout x,y € I et pour tout m,n € N avec m < 2",

m m m m
f(27$ + (1= 27)9) < 27f(517) +(1- 27)f(y)-
(c) Montrer que pour tout ¢ € [0,1], on a

Ent(2")

—_ % s

271
ot la notation Ent(-) désigne la partie entiére.

(d) Etablir que f est convexe.

2 Opérations sur les fonctions convexes

1. Soient f,g : I — R deux fonctions convexes sur I et A > 0 un réel. Montrer que les
fonctions f + g et Af sont des fonctions convexes sur I.

2. Que dire du produit de deux fonctions convexes sur I 7

3. Soient f : I — R une fonction convexe sur I et g : J — R une fonction convexe
croissante définie sur un intervalle J contenant f(I). Montrer que go f : I — R est
convexe sur I.

4. Soient {2 un ensemble non vide et (f,),c une famille de fonctions convexes de I dans
R. On suppose qu’il existe M € R tel que

fu(x) <M  pour toutw € £2.
(a) Justifier que la fonction ¢ : I — R définie par

¢(x) = sup fu(x) pourtoutz € I
wes?

est bien définie.
(b) Montrer que

epi(C) = ﬂ epifw-

wefn?
(c) En déduire que la fonction ¢ est convexe.

5. Soient g : [a,b] — R une fonction croissante et ¢ € [a,b]. Montrer que la fonction
f i [a,b] — R définie par

f(z) = /:v g(y)dy pour tout x € [a,b]

est convexe.



3 Trois pentes - Croissance des pentes

Cette section est dédiée a deux résultats fondamentaux de I’analyse convexe.

Lemme des trois pentes. Soient f : I — R une fonction convexe, u,v,w € I avecu < v < w.

Alors, on a
F0) = () _ flw) = fu) _ fw) ~ f(o)

v —U - w—u - w—v

(1)

Proposition (croissante des pentes). Soient f : I — R une fonction convexe, a € I. Alors,
la fonction g, : I\ {a} — R définie par

pour tout x € 1

est croissante sur I \ {a}.

L’objectif des questions ci-dessous est d’établir ces deux résultats.
1. Donner une interprétation géométrique de (1).
2. Justifier qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que v = tu + (1 — t)w.
3. Montrer que
fo) = f(u) < (1= 8)(f(w) = f(u)).

4. Etablir 1 —¢ = =" et en déduire la premiére inégalité de (1).

5. Montrer la 2éme inégalité de (1).

6. En distinguant trois cas, établir la proposition relative a la croissance des pentes.

4 Dérivabilité a gauche et a droite des fonctions convexes

Soient f : I — R une fonction convexe et a € int I. Soit € > 0 tel que [a —e,a+¢] C I.

1. Montrer que
qa(7) < gala+€) pour tout z €] — 0o, a[NI

et
da(a — ) < qq(z) pour tout z €la, +oo[NI.

En déduire que

s:= sup qu(x)€R et i:= inf gq.(x)€R.
x€]—o0,a[NI z€la,+oo[NI

2. Montrer que s < 4.

3. En utilisant la croissance des pentes et la question précédente, montrer que f est déri-
vable & gauche et a droite en a et que

fola) < fa(a).
4. Soient x,y € int I avec x < y. Montrer que

o) < i) < PO < ) < i)

En déduire que f; et f/ sont des fonctions croissantes sur int I.
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5. Soient a,b € R avec a < b tels que [a,b] C int I.
(a) Justifier que fy et fj sont Riemann intégrables sur [a, b].
(b) Pour chaque entier n > 1, on pose

b
a:k:cH—kia pour tout k € {0,...,n}.
n

Montrer que pour tout entier n > 1, on a

n—1 n—1 n—1
Z faee)(@per —ox) < ) flarn) = fan) < ) fo(@rp) (@1 — o).
k=0 k=0 k=0

(c) En déduire que
b
[ sitwde= 10~ 560 = [ gy0ae.

a

(d) Soient x,y € int I. Montrer que [z,y] C int I et conclure que

Yy Y
[ it = 1w - @) = [ s0ae.
6. Montrer que pour tout x,y € int I, on a

f) = f()+ fo(z)(y—x) et fy) > flx)+ filz)(y — ).

Donner une interprétation géométrique de ces inégalités. Comment s’écrivent-elles lorsque
f est supposé dérivable sur int I 7

5 Continuité des fonctions convexes

Soit f : I — R une fonction convexe sur U'intervalle I. Soient a,b € R avec [a,b] C int I.

1. Montrer que pour tout z,y € [a,b] avec x < y
fala)(y — =) < fy) — f@) < fo(b)(y — 2).

2. En déduire que f est lipschitzienne sur [a, b].
3. Montrer que toute fonction lipschitzienne sur [a, b] est continue sur [a, b].

4. Déduire des questions précédentes que f est continue sur int /. Montrer que la fonction
g :[0,1] — R définie pour tout = € [0, 1] par

{0 siz €0,1],

g(z) = .
1 sinon.

est convexe et qu’elle n’est pas continue sur [0, 1]. Est-ce en contradiction avec ce qui
précéde ?



6 Dérivabilité des fonctions convexes

Dans cette section, on suppose que l'intervalle I est ouvert dans R. Soit f : I — R une fonction
définie I.

1. On suppose que [ est dérivable sur I. Montrer que f, = f; = f’ en déduire que f’ est
croissante sur int /. Conclure que f’ est croissante sur .

2. On suppose que f est deux fois dérivable sur I. Que dire de f”?

3. On suppose dans cette question que f est dérivable sur I et f’ est croissante sur I.
(a) Soient z,y € I avec x < y, t €]0,1[ et z = tz + (1 — t)y. Justifier qu'il existe
&1 €]z, 2] et & €]z, y] tels que

O =@ _ ey o WS

z—x Yy—z

= f'(&).

(b) Montrer que
fz) = fl@) _ fly) = f(2)

Z—T - Yy—z

(c¢) Etablirque z —z=(1—t)(y —z) et y — 2z = t(y — x).
(d) Conclure que f est convexe.

4. Montrer que —y/- : [0, +00[— R est convexe sur [0,4oo[. Montrer que cette fonction
n’est pas lipschitzienne sur [0, 400 et qu’elle n’est pas dérivable a droite en 0. Est-ce
en contradiction avec les résultats des Sections 4 et 57

7 Quelques inégalités

1. Une inégalité classique : sinus et concavité.
(a) Montrer que sin : [0, 7/2] — R est concave.
(b) En déduire que

2
—z <sin(z) <z pour tout z € [0,7/2].
T

2. Inégalité de Young. Soit p €]1,+oo[. On appelle exposant conjugué de p le réel
q €]1,+o0] tel que
1 1
—+-=1.
p q

(a) Justifier que In :]0, +oo[— R est concave.
(b) En déduire que pour tout a,b > 0

1 1
ab < —aP + =b1.
p q

3. Inégalité de Nesbitt. Soient a, b, c > 0 trois réels. On souhaite montrer que

3< a n b n c
2 "b4+c a+c a+b




(a) On suppose dans cette question que a + b+ ¢ = 1. Montrer que la fonction f :
10, 1[— R définie par

f(x)= pour tout z €]0, 1]

1—=x

est convexe sur |0, 1[. En déduire que

< o

(b) En introduisant o’ = 15, V' = 7 et en vous appuyant sur (a),
établir I'inégalité souhaitée.

. Comparaison de moyennes. Soient x1, ..., x, des réels strictement positifs. On défi-
nit quatre moyennes de ces n nombres, respectivement leur moyenne arithmétique My,
leur moyenne géométrique My, leur moyenne quadratique M, et leur moyenne harmo-

nique My, :

1+ ...+, o R n

My:=——7— M;:= ¥Yx;... M, = My = —————.
a n , g I Ty, q n ) h i"“i‘%

n

L’objectif des questions ci-dessous est d’établir que
MhSMgSMaSMq-

(a) En utilisant la fonction In, montrer que M, < M,.
(b) En remarquant que 1/Mj}, est une moyenne (& préciser) montrer que My < M,.
(c) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que M, < M,.

. Inégalité de Jensen intégrale.

Soient ¢ :]a,b[— R une fonction convexe ot —oo < a < b < 400 et f :[0,1] —]a,b|
une fonction continue.

(a) Montrer que fol f(t)dt €]a,b].

(b) Etablir I'inégalité
1 1
d dt.
o ([ s0a) < [t



Proposition de corrigé.

1 Généralités et premiers exemples
1. La propriété désirée découle des égalités

altr+(1—-t)y)+b=atr+a(l —t)y+b
=atr+th+a(l—t)y+ (1 —1)b
=tlax+b)+ (1 —t)(ay +b),

valides pour tout x,y € I et pour tout ¢t € [0, 1].
2. La convexité de V sur I découle de I'inégalité triangulaire satisfaite par | - |.

3. Soient z,y € I et t € [0, 1]. Les égalités

(tw + (1 - t)y)2 —tz? — (1 —t)y?
=t —t)2” + (1 —t)> = (1 — t))y* + 2t(1 — t)zy
=t(t — 1)(2* + ¢y — 2zy)
=(t - 1)(z - y)?

montrent que
(tx + (1 - t)y)2 —tz* — (1—-1t)y* <0,

ce qui s’écrit encore
(tz + (1 = t)y)” < ta? + (1 — t)y>.

La convexité de C est établie.
4. =, Supposons que f soit convexe sur I. Soient ¢t € [0, 1], (z1,71), (z2,72) € epi f. Par
convexité de f, on a
[tz + (1= t)ag) <tf(xr) + (1 — ) f(z2) <tri+ (1 —t)ro.
Il vient alors
(t:cl + (1 —t)zo,try + (1 — t)rg) € epi f,

c’est-a-dire
t(z1,7m) + (1 —t)(w,7r2) € epi f.
<, Supposons que epi f soit convexe. Soient ¢t € [0,1], x1,22 € I. Par convexité de
I’épigraphe, on a
t(.’E]_, f(xl)) + (]' - t)(l’g, f(x2)) € epl f
Ceci s’écrit encore

fltwr + (1 =t)ze) <tf(z1) + (1= 1) f (22)

et cette derniére inégalité traduit bien la convexité de f sur I.



5. Pour chaque entier n > 1, notons P(n) la propriété : "
n n

FO tiag) < tif ()
j=1 j=1

pour tout x1,...,z, € I et pour tout t1,...,t, € [0, 1] avec Z?Zl tj=1"
Par récurrence, nous allons montrer que P(n) a lieu pour chaque entier n > 1. La
propriété P(1) est acquise. Soit n > 1 un entier. Supposons P(n) et montrons P(n+1).

Fixons y1,...,ynt1 € I, T1,...,Tny1 € [0,1] avec Z;lill 7; = 1. Pour chaque j €

{1,...,n}, posons t; = 1_:7;1 € [0,1]. 11 est clair que Z;”:l tj=1et
n+1 n
f( Zijj) = f((1 = 7g1) thyj + Tr1Yn+1)-
j=1 J=1
La convexité de f nous permet alors d’écrire
n+1 n
FO7w) < A =700 ) F (O tw;) + a1 f (Ynta)-
j=1 J=1

Une application de notre hypothése de récurrence nous donne

n+1 n
PO i) < (L= me1) 3 t3f () + Toa f ().
J=1 j=1
En revenant a la définition de t¢q,...,¢,, on conclut que
n+1 n+1

f(Zijj) < Zij(Z/j)-
j=1 Jj=1

La récurrence est terminée et la propriété voulue est établie.
6. (a) Comme indiqué par la question, nous allons établir la propriété souhaitée par ré-
currence. Commencgons par noter que cette récurrence s’initialise tout de suite grace
a notre hypothése sur f, a savoir

T x
f( —2Fy) < il )—;—f(y) pour tout x,y € I.

Fixons un entier n > 1 et supposons que la propriété de I’énoncé ait lieu, i.e., pour
tout réels x1,...,z9n € I, on a

1+ ...+ xon 1
Soient y1, ..., Ygn+1 € I fixés. En posant

V — Y1+ ...+ yon el o YV = Yarq1 + .o+ Yonl c
2n 2n

il vient
y1+...+y2n+1) Y+Y'o _ f(Y)+ fY)

s =)= SR (2)




Nous pouvons a présent exploiter notre hypothése de récurrence pour obtenir

FO) < 5 (Flan) + -+ Flae) g
et 1
fYh) < 27(f(ﬂ2n+1) + .+ fyans1)). (4)

Il reste a combiner (2), (3) et (4) pour conclure que

net1 1
e anl ) < G (P + -+ Flynn)

ce qui termine la récurrence. La propriété désirée est établie.
(b) Soient xz,y € I et myn € N avec m < 2" Sim = 0 oum = 2", il n’y a rien a
établir. Supposons donc 0 < m < 2". Dans ce cas, on peut exploiter la question

précédente avec 1 = ... =2y, =T et 1 = ... = xon = y pour obtenir
mx + (2" —m)y m 2" —m
f( on ) < 27f($) on f(y)
qui s’écrit également
m m m m
f(2751C +(1— 27).@) < 27f(37) +(1- 27)f(3/)-

(c) On observe que pour tout ¢ € [0, 1] et pour tout n € N,
27"t — 1 < Ent(2"t) < 2™t
qui est évidemment équivalente &

1 Ent(2"t)
t—— < ——=2 <.
2n = 2n -
Une application directe du théoréme d’encadrement permet de conclure quant a la
convergence attendue.
(d) Soit t € [0,1], z,y € I. Puisque pour tout n € N, on a Ent(2"t) < 2", nous pouvons
appliquer la Question (b) pour obtenir

Ent(2"t)x + (2" — Ent(2"t))y < Ent(2"t)

Iz = )< P2 py o - P2

27’L

) (y).

Il reste a voir que la continuité de f et la convergence donnée par la Question (c)
permettent de passer a la limite dans I'inégalité ci-dessus et d’aboutir a

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

La convexité de f est démontrée.
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2 Opérations sur les fonctions convexes

1. C’est évident en revenant a la définition d’une fonction convexe.

2. Le produit de deux fonctions convexes sur un intervalle I n’est en général pas convexe
sur I : on pourra penser a la fonction cube qui s’écrit comme produits de fonctions
affines.

3. Soient x,y € I et t € [0, 1]. Par convexité de f, on peut écrire

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

Les inclusions f(z), f(y) € J et la convexité de J nous garantissent que

tf(x) + (1 =1)f(y) € J.

La croissance de g donne alors

g(ftz+ (1 —t)y)) < g(tf(x)+ 1 —t)f(y)).

Il reste & exploiter la convexité de g pour aboutir a I'inégalité

g(ftz + (L —t)y)) < t(go f)(@)+ (L —t)(go f)(y)

qui traduit la convexité de g o f.

4. (a) Ceci découle du fait que pour chaque x € I, la partie de R

{fu(z) : w € 2}

est non vide et majorée dans R.

(b) L’égalité est une conséquence directe de la définition de I’épigraphe et de (.

(¢) Puisque l'intersection d’une famille quelconque non vide de convexes d’un R-espace
vectoriel est un convexe, la question précédente combinée a la convexité de f,, pour
chaque w € (2 nous disent que I’épigraphe de ( est convexe, i.e., ( est convexe.

5. Fixons t € [0, 1], x1, 22 € [a,b] avec z1 < xg et z = tx1 + (1 — ¢)xa. On commence par
écrire une évidence

9(2) —tg(z1) — (1 = t)g(z2) = t(g(2) — g(z1)) + (1 = 1)(9(2) — g(2)).

Puis par Chasles,

z

t(g(2) — g(a1)) + (1= ) (g(2) — gla2)) <t /

1

T2

9(y)dy — (1 - t)/ 9(y)dy.
z

On invoque alors la croissance de g et les inégalités z1 < z et z < xo pour obtenir

t(g(z) — g(x1)) + (1 =) (9(2) — g(z2)) < t(z — 21)g(2) — (1 — t)(z2 — 2)g(2) = 0.
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3 Trois pentes - Croissance des pentes

1. Dessin!

2. Ceci découle de
v €lu,w[={ru+ (1 —7)w: 7 €]0,1[}.

3. Par convexité de f, on a

fltu+ (1= tw) <tf(u) + (1 —1)f(v)

et cette inégalité est équivalente &
f) = fu) < (1 =)(f(v) = f(u)).

4. De l'égalité tu + (1 — t)w = v on tire (1 — t)(w — u) = v —u, i.e.,

v—u
1—-1t)= .
A-t)=_——
Ceci et la question précédente donne
flo) = fluw) _ fw) = f(w)
v—u — w-—u

5. Analogue & ce qui précéde.

6. Pour établir la croissance de g4, on fixe x,2’ € I avec x < x’. Trois cas se présentent
alors naturellement, & savoir :
(i) # < 2/ < a. 1l suffit d’appliquer la deuxiéme inégalité du lemme des trois pentes

pour obtenir
fla) = fx) _ f(a) = f(2)

a—x - a—x

ce qui s’écrit encore q,(x) < gq(2').
(i) a <z < 2’. Dans ce cas, on exploite la premiére inégalité du lemme des trois pentes
pour écrire
f(@) = fla) _ f(@) = f(a)

< )
T—a ' —a

Le., qu(x) < gqo(2).
iii) z < a < 2. Ici, on utilise une nouvelle fois la premiére inégalité du lemme des
) p g
trois pentes pour en arriver a
f(@") = f(a)

fla) = f(x) <

a— r —a

Le., qu(x) < qo(2).
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4 Dérivabilité a gauche et a droite des fonctions convexes

1. Pour tout x €] — 0o, a[NI, on a evidemment
r<a+e.
Puisque a + € € I, nous pouvons exploiter la croissance de ¢,(-) pour obtenir
¢a(z) < qo(a+¢€) pour tout z €] — 0o, alN].
On en déduit que I’ensemble
{ga(x) : x €] — 00,a][NI}

est non vide et majoré dans R, en particulier il admet une borne supérieure dans R que
I’on note s. De méme, on montre que

da(a —¢) < qqo(z) pour tout z €la, +oo[NI
ce qui garantit que ’ensemble
{qa(x) : z €]a, +oo[NI}
est non vide et minoré : on note ¢ sa borne inférieure dans R.
2. L’inégalité s < 4 découle directement de I'inégalité
a(2) < qa(y)
valide pour tout = €] — oo, a[NI et pour tout y €]a, +oo[NI.

3. La croissance de g, donne

:c—}(lzr,rxl<a qa(x) -

I1 découle de ceci, de la définition de g4(-) et de 'inclusion s € R que f(-) est dérivable
a gauche de a avec f;(a) = s. De méme, f(-) est dérivable a droite en a avec fy(a) = i.
L’inégalité s < i obtenue & la question précédente peut donc également s’écrire

fola) < fi(a).

4. Soit h > 0 tel que x + h < y. D’aprés la proposition relative & la croissance des pentes,

on a
flath) — f@) _ fly) ~ 1)
h - y—xz

Un passage a la limite donne alors

y—x
Soit k < 0 tel que y + k > x. De méme que ci-dessus, on obtient

fly) = f@) _ fly+k) =)
y—ax k ’

d’ot 'on tire par un passage a la limite
fly) — (=)
y—x

La croissance de fé et de f!; découle de ce qui précede.

< fo(y).
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5. (a) La Riemann intégrabilité de f; et f; sur [a,b] découle de la croissance de ces deux
fonctions.
(b) De la Question 4. ci-dessus, on tire que pour chaque k € {1,...,n— 1}, on a

fa(@r) (@pr1 — ax) < fopr) = flan) < folopen) (@rn — o)

L’inégalité souhaitée est alors immédiate.
(c) Fixons pour un moment n > 1 entier. On a

b—ax

! b—a
" kzofd( - )

n—1
> Filar) (@ — 21) =

et
n—1 —a n
> Fy(@rpa) (@rgr — o) - pAC
k=0 k=1
n—1
fol ) + fo(b) = fy(a)).
k 0

Par Riemann intégrabilité de f; et f;, on obtient

o) b
> fuw)wn — o) = [ fite)ds
k=0 @

et

e b
> fyfenen)onns ) = [ 10
k=0 a

D’autre part, un simple télescopage donne

n—1

> flaen) = fzr) = fza) = flwo) = f(b) = f(a).

k=0

On conclut que

/fd )dt < f(b /fg dt</fd

ce qui donne les égalités souhaitées.

(d) Soient z,y € intI. Montrons que [z,y] C intI. Il existe ¢ > 0 tel que I} :=
[t —ex+e]Cletly:=[y—ey+el CI. Soitte[0,1] et u:=ter+ (1—1t)y.
Soit h € [u —e,u+¢]. Il existe A € [0,1] tel que h = A(u—¢) + (1 —N)(u+¢). Par
définition de u, on peut écrire

h=Atlz—e)+(1-t)(y—e)+ (1 =N (tlz+e)+ (1 -t)(y+e)).
En remarquant alors que

h=tMz—e)+(1=N(@+e)+ 1 -t)(AMy—¢e)+ (1 =N (y+2)).
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nous voyons que h € tI1 + (1 —t)lo CtI + (1 —t)I = 1.
Si z < y, nous pouvons appliquer la question précédente pour obtenir

| fitoya 0= [ e

Si y < x, une nouvelle application du résultat précédent donne

/y " ptde = f() — fl) = / x

Cette derniére égalité s’écrit encore

[ o= 10011~ [ s

Dans les deux cas, on a bien I’égalité désirée, & savoir

[ o= s~ [ s

6. Les inégalités attendues sont des conséquences directes de ce qui a été obtenu a la
question précédente. Ce résultat exprime que le graphe d’une fonction convexe "se
situe" au-dessus de ses demi-tangentes. Si f est supposée dérivable sur int I, le résultat
devient

fo(t)dt.

fy) > f(x)+ f'(x)(y — ) pour tout z,y € int I.

5 Continuité des fonctions convexes
1. D’apres la section précédente, nous pouvons écrire pour tout x,y € [a,b] avec x < y
fa@)(y — =) < f(y) = f(2) < fo(y)(y — 2).
Puisque f; et fj sont croissantes sur [a,b] C int I, il vient
fala)(y —2) < fy) — f2) < f3(0)(y — ),

pour tout x,y € int I avec x < y.

2. Il suffit de poser K = max(]fy(a)|,[f,(b)|) pour conclure que
[f(z) = f(y)| < K|z —y| pour tout 2,y € [a, b].
3. Une utilisation directe de la caractérisation séquentielle de la continuité montre que

toute fonction lipschitzienne sur [a, b] est continue sur [a, b]. La réciproque est fausse :
la racine carrée n’est pas lipschitzienne sur [0, 1].
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6 Dérivabilité des fonctions convexes

1. Puisque f est dérivable sur I, f est dérivable a gauche et & droite sur I et
f="fy=1ra
La Section 4 nous dit alors que f est croissante sur int [ = I.

2. Puisque f’ est croissante sur I, la fonction f” est positive sur I.

3. (a) Une application directe du théoréme des accroissements finis sur [z, z] et sur [z, y]
donne l'existence de & €]z, z] et & €]z, y] tels que

T _ ey o DTG gy
(b) Le caractére croissant de f’ donne alors
F=H0) _ ey < W =1E) _ g,
z y—z

(c) Les relations voulues découlent de z = tx + (1 —t)y.
(d) De la question précédente et de I'inégalité

f() ~ f@) _ )~ fC2)

Z—x B Yy—z

)

on tire
t(f(2) = f(2) < 1 =8)(f(y) — f(2)).

Cette derniére inégalité est bien stir équivalente &
fltz+ (1 —ty) <tf(z)+ (1 -1 f(y)

4. La dérivée de —y/- est croissante sur |0, +oo[, donc —y/> est convexe sur ]0, +oo[. Il
n’est alors pas difficile de déduire que f est convexe sur [0, 4+o00[. Pour autant, I’égalité

li 1 =
pim 1/V = +oo

montre que f n’est pas Lipschitz sur ]0, +oo[ ni dérivable a droite en 0. Ce n’est bien str
pas en contradiction avec 1'étude précédente : 0 n’est pas un point intérieur a [0, +oo[!

7 Quelques inégalités

1. Une inégalité classique : sinus et concavité
(a) L’égalité sin’ = cos et le fait que cos est décroissante sur [0, 7/2] justifie la concavité
du sinus sur [0, 7/2].
(b) Via l'inégalité des accroissements finis, nous savons que sin est 1-Lipschitz sur R,
en particulier
|sin(z)| < |z| pour toutx € R.
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Par ailleurs, la concavité de sin sur [0, 5] nous dit que I'hypographe H de cette

fonction est convexe. Or, on a (0,0) € H et (7/2,1) € H. Il s’ensuit

{(z, %x) sz €10, g]} C H,

autrement dit -

Y
3¢ <sin(x) pour toutz € [0, 5]
2. Inégalité de Young.
(a) La concavité de In(-) sur ]0, +-o00[ est immédiate puisque sa dérivée est décroissante
sur ce méme intervalle.
(b) Soient a,b deux réels positifs. On peut supposer a,b > 0. On a
1

1 1 1 /
—In(=d” + =W*) < ——In(a?) — = In(b? ) = — In(ab),
(p o ) ) (a”) o (") (ab)

ce qui est équivalent & I'inégalité voulue.

3. Inégalité de Nesbitt.

(a) Pour obtenir la convexité de f, il suffit de voir que la fonction f est évidemment
deux fois dérivable sur ]0, 1, de dérivée seconde f” donnée par

2
f(z) = [(=mE >0 pour toutz €0, 1].
La convexité de f nous donne alors

1 1 1 1

fGa+3b+30) < 5@+ F0) + ()

En utilisant I’égalité a + b+ ¢ = 1 et la définition de f, il vient
1 1 1, a b c

s =G =3ttt 1=

d’ou 'on tire sans difficulté I'inégalité souhaitée.

(b) Remarquons que @'+ + ¢ = 1. Ceci permet d’exploiter la question précédente en
écrivant
3 a b d
21— iy Tz
Posons d := a + b + c. Notons alors que

T 1 d
1—ad V+¢ b+e

A 1 _ d 1 _ d ) :
et de méme = = e ot =7 = o Il s’ensuit

§< a’ N b n c _l( a n b N c )
2~ Pl -Y  1—-¢ dV+d d+cd d+V
1 1 1

:b+c+a+c+a+b
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L’inégalité de Nesbitt est établie.

4. Comparaison de moyennes.
(a) On a vu que la fonction In :)0, +00[— R est concave. Ceci nous donne

In(M,) = ln(%(:nl +...+z)) > —(In(z1) + ...+ In(zy,)) = In(M,)

S

d’ott 'on tire
My < M,.

(b) Remarquons maintenant que

1 T+...+2L

R 1 Tn
M, n ’
autrement dit 1/M}, n’est rien d’autre que la moyenne arithmétique des réels stric-
tement positifs 1/x1,...,1/z,. L’'inégalité obtenue précédemment nous dit alors
1 1 1
— .. — < —

€1 Ty — My

ou de maniére équivalente

My < Yxy...20 = M,.

(c) Il reste a établir que M, < M,. Notons (-, -) le produit scalaire euclidien canonique
sur R™ et || - || sa norme associée. Une application directe de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz donne alors

M, = <(1,...,1),(x1,...,a:n)> SN )l = My,

n n

5. Inégalité de Jensen intégrale.
(a) On peut supposer a,b réels. On a

1
a:a(10)g/0 F(H)dt < b(1—0) = b,

Si fol f(t)dt = a, alors fol(f(t) —a)dt = 0 et ceci est absurde car cette derniére
intégrande est continue et est a valeurs strictement positives. On a donc

/1 f(t)dt > a.
0

De maniére analogue, on a bien siir fol f(t)dt < b. Tout ceci montre que

/ 1 F(t)dt €la,b].
0
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(b) La Riemann-intégrabilité de f sur [0, 1] nous assure (voir les rappels)

1 ‘ ln—l k
/0 f<t>dt=n£]ffoonk§0f<n>-

Le fait que l'intervalle ]a, b] soit ouvert nous garantit (voir Section 5) que la fonction
convexe @ est continue sur ]a, b[. Ceci nous permet d’écrire

1
o[ 1 = tim (3 2).

Une nouvelle utilisation de la convexité de ¢ nous dit que pour tout entier n > 1

n n—1 n—1
PED N BTG SEN() D SEIPIY
k=0 k=0 k=0

Le fait que @o f soit Riemann-intégrable sur [0, 1] (par composition de deux fonctions
continues) nous donne alors (voir une nouvelle fois les rappels)

. 1 k 1
A 3o ni) = [ e N

On conclut

1
0

1
o rman < [ (oo par
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