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Plan du cours : trois chapitres

1. Le K-espace vectoriel K" avec K = Q,IR,C
2. Calcul matriciel et systéemes linéaires

3. Déterminants
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Le KK-espace vectoriel K”



Organisation du Chapitre 1

® Les objectifs

® Structure vectorielle et sous-espaces vectoriels de K"
® Combinaisons linéaires, vect et familles génératrices
© Opérations sur les sous-espaces vectoriels

® Familles libres et liées
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© Applications linéaires
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Objectifs du chapitre

e Savoir calculer dans K.

o Déterminer si une partie de IK” est un s.e.v. ou non.

e Obtenir une famille génératrice d’'un s.e.v.

e Savoir montrer gu’une famille d’un s.e.v. de IKK” est libre ou liée.

e Obtenir une base d’'un s.e.v. et en déduire sa dimension.
Calculer le rang d’une famille de K.

e Reconnaitre la linéarité et dominer les concepts fondamentaux
en lien avec les applications linéaires (notamment noyau et
image).



Une bréve introduction a partir de IR?, R3

A ce stade, nous vous estimons familiers avec les notions de IR?, IR®, droites,
plans, repéres, coordonnées, vecteurs, points, etc. et leurs interprétations
géométriques.
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donnée d’un couple (x, y)/d’un triplet (x, y, z) de réels.
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est le parallélogramme ci-dessous) ainsi que multiplier par un réel A un vecteur U de
R2/R3 (qui correspond & un homothétique de 7).
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Une bréve introduction : suite et fin

Pour deux vecteurs 0 = (x1,X2) et V= (y1,y2) de R?, la somme de U+ 7V est
donnée par
U +V = (x1,%) + (V1. Vo) i= (X1 + Y1, X+ Vo)

et multiplier v par un réel A revient a écrire
AU = A(x1,x2) = (Ax1,AX2).

Rappelons que la multiplication de 2 vecteurs n’est pas définie.
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réel au-dela de IR? ou R® et c’est ce que nous allons faire dans la suite. Soulignons
également que ces calculs peuvent trés bien se développer avec Q ou C.
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Pour deux vecteurs 0 = (x1,X2) et V= (y1,y2) de R?, la somme de U+ 7V est
donnée par
T+ 7V = (x1,%) + (1, 2) = (X1 + Y1, X2+ 2)

et multiplier v par un réel A revient a écrire
AU = A(x1,x2) = (Ax1,AX2).
Rappelons que la multiplication de 2 vecteurs n’est pas définie.

Rien n’empéche a priori d’étendre ces notions d’addition et de multiplication par un
réel au-dela de IR? ou R® et c’est ce que nous allons faire dans la suite. Soulignons
également que ces calculs peuvent trés bien se développer avec Q ou C.

Concluons cette introduction en soulignant que nous n’avons jamais évoqué le terme
"point" quand bien méme vous avez pu souvent écrire des égalités du type :

"AB = (xB— XA, ¥YB— YA, 2B — ZA)”

Les notions de points/de reperes du plan ou de I'espace et leurs liens avec les
vecteurs seront formalisées en toute rigueur a travers I'algébre affine/géométrie affine
(voir cours de L2) qui s’appuie tres fortement sur I'algebre linéaire.
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quelconque.
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Addition et multiplication (externe) sur K"

Dans toute la suite, K désigne Q,R ou C.

Définition

Soit n > 1 un entier fixé. Laddition de deux éléments de K" et la multiplication d’un
élément de IK” par un élément de K sont définies par

(X1 Xn) + Wse e s Vn) = (X + Y15 Xn+Yn) €6 A(Xq,...,Xn) == (AX1,...,AXp),

pour tout (x1,...,Xn), (V1,---,¥n) € K", pour tout A € K.

Muni des deux opérations ci-dessus, 'ensemble K" est appelé espace vectoriel
canonique de dimension n sur K.

- Un élément de K" est appelé vecteur.

- Un élément de K est appelé scalaire.

- Laddition est qualifiée d’interne; la multiplication est qualifiée d’externe.

"Note pour les futurs mathématiciens : tout ce qui suit peut se développer sur un corps commutatif
quelconque.



Quelques exemples

Avecn=4etK=IR,ona

(1127757 \/§)+(_1’%72n7 \/5):(0,2,371', \@+ \/E)



Quelques exemples

Avecn=4etK=IR,ona

(1127757 \/§)+(_1’%72n7 \/5):(0,2,371', \@+ \/E)

Avecn=4etK=C,ona

-5 —5i
(1,2, V2) = (1,~2, i V2).



Quelques exemples

Avecn=4etK=IR,ona

(1,2,7:, Jé)+(—1,%,2m V2)=(0,2,37, V3+ V2).

Avecn=4etK=C,ona

-5 —5i
i.(1,2i,—, V/2) = (i, =2, —, i V2).

2 2

Les expressions suivantes ne sont pas définies :

??2(1,2,3) x (4,5,6) =??
??(1,2)+(3,4,5) =77
??(1,2).3?7



Notations et regles de calculs

Soit n > 1 un entier fixé.

© Notations. En général, on omet les fleches sur les vecteurs ainsi que le . de la
multiplication externe. On note

—vi=—1.v et Ok»:=(0,...,0).

SiA €K\ {0} et x € K", on pourra noter £ le vecteur 1+ x.
A A

Etant donné u € K", écrire u(uy,...,un) n'a pas de sens ici. Si u € K", il existe (par
définition) uy, uz, ..., un € Ktels que u = (u1,...,up).
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Notations et regles de calculs

Soit n > 1 un entier fixé.

Notations. En général, on omet les fleches sur les vecteurs ainsi que le . de la
multiplication externe. On note

—vi=—1.v et Ok»:=(0,...,0).

SiA € K\ {0} et x € K", on pourra noter ¥ le vecteur
A )L

Etant donné u € K", écrire u(uy,...,up) n'a pas de sens ici. Si u € K", il existe (par
définition) uq, up,...,up € Ktels que u = (uy,...,up).
Proposition

Pour tout u, v,w € K" et pour tout 2, 1 € K, on a

(1): u+v=v+uy; 2): (v+u)+w=v+(u+w);
(3): v+0Ogn = v; (4): v+(—Vv) =0kn;

(6) 1v (6): Auv) = (Ap)v;

(7): (/1+,u)v AV+Lv; (8): A(v+u)=Av+Au.
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La démonstration

Soient u,v,w € K". Il existe uy,...,Up, Vq,...,Vy,Wy,...,w, € K tels que
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A+p)-v= A+, A+ 1)Vi) = A(Va, oo Vi) + (Ve Vi) = AV L.
(8). Ona

Aveu)=A(vy+uq),. . . AWVp+Un) = A (Ve V) + AL (U, ... Up) = A v+ AL,
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"Ces huit régles de calculs" sont aussi naturelles que fondamentales : elles seront
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commutativité, I'associativité, I'existence d’un neutre 0 et d’'un symétrique.

* (1,2)+(3,4)=(3,4)+(1,2) = (4,6);

(1,2)+(3,4)]+(5,6) = (1,2) +[(3,4) + (5,6)] = (9, 12);
2)+(0,0) = (1,2);

1,2)+[—1.(1,2)] = (0,0);

(
[
° (1,
(
® Les deux suivantes concernent la loi . : la premiére exprime I’existence d’un

neutre 1 et 'associativité.

° 1(172) = (1-2)1
e 2[3.(1,2)] = (2 x 3).(1,2) = 6.(1,2) = (6,12);
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notamment a la base de la théorie générale des espaces vectoriels.
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commutativité, I'associativité, I'existence d’un neutre 0 et d’'un symétrique.

* (1,2)+(3,4)=(3,4)+(1,2) = (4,6);
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(
[
° (1,
(
® Les deux suivantes concernent la loi . : la premiére exprime I’existence d’un

neutre 1 et 'associativité.

° 1(172) = (1-2)1
e 2[3.(1,2)] = (2 x 3).(1,2) = 6.(1,2) = (6,12);

® Enfin, les deux derniéres expriment une certaine compatibilité entre + et . : la
distributivité a gauche et a droite.

s (2+3).(1,2) =2.(1,2)+3.(1,2) = (5,10);



Commentaires et illustration des 8 regles de calculs

"Ces huit régles de calculs" sont aussi naturelles que fondamentales : elles seront
notamment a la base de la théorie générale des espaces vectoriels.

® Les quatre premiéres concernent la loi + : elles expriment respectivement la
commutativité, I'associativité, I'existence d’un neutre 0 et d’'un symétrique.

* (1,2)+(3,4)=(3,4)+(1,2) = (4,6);

(1,2)+(3,4)]+(5,6) = (1,2) +[(3,4) + (5,6)] = (9, 12);
2)+(0,0) = (1,2);

1,2)+[—1.(1,2)] = (0,0);

(
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° (1,
(
® Les deux suivantes concernent la loi . : la premiére exprime I’existence d’un

neutre 1 et 'associativité.

° 1(172) = (1-2)1

* 2[3.(1,2)]=(2x3).(1,2) =6.(1,2) = (6,12);
® Enfin, les deux derniéres expriment une certaine compatibilité entre + et . : la
distributivité a gauche et a droite.

* (2+3).(1,2) =2.(1,2)+3.(1,2) = (5,10);

* 2.[(1,2)+(3,4)] =2.(1,2) +2.(3,4) = (8,12).



Le cas du zéro

On examine ici I'effet d’'une multiplication par 0.

Proposition

Soit n > 1 un entier. Ont lieu:

(a) Pour tout x € K", on a 0.x = On.

(b) Pour tout A € IK, on a A.0n = On.

(c) Pour tout 2 € K\ {0} et pour tout x € K"\ {Ogn}, ona A.x # On.



Le cas du zéro

On examine ici I'effet d’'une multiplication par 0.

Proposition

Soit n > 1 un entier. Ont lieu:

(a) Pour tout x € K", on a 0.x = On.

(b) Pour tout A € IK, on a A.0n = On.

(c) Pour tout 2 € K\ {0} et pour tout x € K"\ {Ogn}, ona A.x # On.

Démonstration. (a) En effet, pour un x = (x,...,x,) € K", on a
0.(X1,-.-,%Xn) = (0 X x1,...,0 X xp) =(0,...,0).
(b) Il suffit de voir que pour A € IK, ona A.0g» = (A x 0, ..., A x0)=(0,...,0).

(c) Par I'absurde, supposons qu'il existe A # 0 et un x = (x1,...,Xp) # Ok~ tels que
AX1,.yXp) = (AXq,...,AXp) = (0,...,0).
On observe alors que A x; = 0 pour tout i € {1,...,n} ce qui entraine
xi=0 pourtoutie {1,...,n}.

Ceci est contradictoire et termine la démonstration de (c). ]



Sous-espaces vectoriels de K"

Nous introduisons ici une classe de parties au cceur de I'algébre linéaire.

Définition (Sous-espace vectoriel de K”)
Soient n > 1 un entier et F une partie de IK". On dit que F est un sous-espace
vectoriel (s.e.v.) de K" lorsque:

(i) Okn := (0, ...,0) € F;
(i) pour tout u, v € F et pour tout A, 1 € K, on a

Au+uv e F.



Sous-espaces vectoriels de K"

Nous introduisons ici une classe de parties au cceur de I'algébre linéaire.

Définition (Sous-espace vectoriel de K”)
Soient n > 1 un entier et F une partie de IK". On dit que F est un sous-espace
vectoriel (s.e.v.) de K" lorsque:

(i) Okn := (0, ...,0) € F;
(i) pour tout u, v € F et pour tout A, 1 € K, on a

Au+uv e F.

Il est équivalent de remplacer (i) par (') : F # 0. Il est également équivalent de
remplacer (ii) par (ii") ou par (ii”') avec

(i"y:u+veF et AueF pourtoutu,ve F,AcK.

(i"y: Au+v E€F pourtoutu,v € F,A € K.



Un exemple de sous-espace vectoriel de IR?

Soit D={(x,y) € R?:2x+y= 0} (qui est une droite de R?).

Obijectif : Montrer que D est un s.e.v. de IR?.



Un exemple de sous-espace vectoriel de IR?

Soit D={(x,y) € R?:2x+y= 0} (qui est une droite de R?).

Obijectif : Montrer que D est un s.e.v. de IR?.

(/) Ona (0,0) € Dcar2x 0+0 = 0.



Un exemple de sous-espace vectoriel de IR?

Soit D={(x,y) € R?:2x+y= 0} (qui est une droite de R?).

Obijectif : Montrer que D est un s.e.v. de IR?.

(i) Ona(0,0)c Dcar2x0+0=0.
(i) Soient (x1, y1), (X2, y2) € D et A, u € R. Par définition de D, on a

2x1+y1 =0 et 2xo+)y2=0. (1)
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Obijectif : Montrer que D est un s.e.v. de IR?.
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(i) Soient (x1, y1), (X2, y2) € D et A, u € R. Par définition de D, on a

2x1+y1 =0 et 2xo+)y2=0. (1)
D’autre part, on a

A(x1,y1) + l(x2, ¥2) = (Ax1 + X2, Ayq + [Ly).
e N —
=X =Y



Un exemple de sous-espace vectoriel de IR?

Soit D={(x,y) € R?:2x+y= 0} (qui est une droite de R?).

Obijectif : Montrer que D est un s.e.v. de IR?.

(i) Ona(0,0)c Dcar2x0+0=0.
(i) Soient (x1, y1), (X2, y2) € D et A, u € R. Par définition de D, on a

2x1+y1=0 et 2xo+)y0=0. (1)
D’autre part, on a

A(x1,y1) + l(x2, ¥2) = (Ax1 + X2, Ayq + [Ly).
e N —
=X =Y

Pour voir que (X, Y) € D, il reste a écrire
2X+Y = 2(Ax1 +1x2) + Ayt + 1Yz = A(2x1 + Y1) + [ (2x2 + 2) = O,

ou la derniere égalité résulte de (1).



o D={(x,y) € R?:2x+y =1} nest pas un s.e.v. de IR?.



o D={(x,y) € R?:2x+y =1} nest pas un s.e.v. de IR?.

o P={(x,y,2) ER®: x+2y+3z =0} estun s.e.v. de R®.



o D={(x,y) € R?:2x+y =1} nest pas un s.e.v. de IR?.
o P={(x,y,2) ER®: x+2y+3z =0} estun s.e.v. de R®.

® Soient n > 1 entier et (a1, ...,an) € R". Lensemble
H={(x1,...,xn) ER" :a;xq +...+anxp =0}

estun s.e.v. de R".



o D={(x,y) € R?:2x+y =1} nest pas un s.e.v. de IR?.
o P={(x,y,2) ER®: x+2y+3z =0} estun s.e.v. de R®.

® Soient n > 1 entier et (ay,...,ap) € R". Lensemble
H={(x1,...,xn) ER" :a;xq +...+anxp =0}

estuns.e.v. de R".

o Pigge : K = {(x,y) € R? : x>+ y? =0} est un s.e.v. de R?.

(En effet, K = {Oge } puisque pour tout (x,y) € R? satistaisant x> + y® = 0, on
doit avoir 0 < x® < x?+y? =0, donc x? = 0 puis x = 0 et de méme pour y).



o D={(x,y) € R?:2x+y =1} nest pas un s.e.v. de IR?.
o P={(x,y,2) ER®: x+2y+3z =0} estun s.e.v. de R®.

® Soient n > 1 entier et (ay,...,ap) € R". Lensemble
H={(x1,...,xn) ER" :a;xq +...+anxp =0}

estuns.e.v. de R".

o Pigge : K = {(x,y) € R? : x>+ y? =0} est un s.e.v. de R?.

(En effet, K = {Oge } puisque pour tout (x,y) € R? satistaisant x> + y® = 0, on
doit avoir 0 < x® < x?+y? =0, donc x? = 0 puis x = 0 et de méme pour y).

® Less.e.v. de R sont {0} et R.



Soit n > 1 un entier.

® {Okn} estun s.e.v. de K" appelé s.e.v. nul.



Soit n > 1 un entier.
® {Okn} estun s.e.v. de K" appelé s.e.v. nul.

o K" estun s.e.v. de K".



Soit n > 1 un entier.
® {Okn} estun s.e.v. de K" appelé s.e.v. nul.
o K" estun s.e.v. de K".

e Uns.e.v. F de K" non nul est infini. En effet, si v € F alors F contient
'ensemble
{Av:A €K}

qui est infini lorsque v # 0 (puisque K est infini).



Soit n > 1 un entier.

® {Okn} estun s.e.v. de K" appelé s.e.v. nul.
o K" estun s.e.v. de K".

® Uns.e.v. Fde K" non nul est infini. En effet, si v € F alors F contient
I'ensemble
{Av:A €K}
qui est infini lorsque v # 0 (puisque K est infini).
® La propriété (ii') se synthétise en disant qu’'un s.e.v. F de K" est stable par

somme (i.e., la somme de deux vecteurs de F appartient a F) et par produit
externe (i.e., tout multiple/homothétique d’un vecteur de F est encore dans F).



Droites vectorielles de K"

On commence par définir la notion de droite vectorielle apercue dans le troisiéme
point du transparent précédent:
Définition
Soient n > 1 un entier et v € K"\ {Oknr }. Lensemble Kv := {Av: 41 € K} est
appelé K-droite vectorielle de IK” engendrée par le vecteur v.

Figure 1: lllustration de la IK-droite vectorielle IKv; pour un vecteur v4 # 0



Droites vectorielles de K"

On commence par définir la notion de droite vectorielle apercue dans le troisiéme
point du transparent précédent:
Définition
Soient n > 1 un entier et v € K"\ {Oknr }. Lensemble Kv := {Av: 41 € K} est
appelé K-droite vectorielle de IK” engendrée par le vecteur v.

Figure 1: lllustration de la IK-droite vectorielle IKv; pour un vecteur v4 # 0

On vérifie immédiatement que les IK-droites vectorielles de IK” sont des s.e.v. de K”.
On peut bien s(r étendre la notation IKv pour v = 0 (auquel cas, on a bien s(r

KO0 :={A.0:A € K} = {0} qui n"a rien d’une droite... et qui par définition n'est pas
une droite vectorielle !).



Droites vectorielles dans K2

Il est naturel et intéressant d’examiner la notion de IK-droite vectorielle pour n=2, i.e.,
dans K2.

Soit v = (a,b) € K2\ {(0,0)}. Si a# 0, on a pour tout (x,y) € K?

x=2Aa 4
(x,y) e Kv <31 € K, Sy=a 'bx.
y=Ab
Le systéeme d’équations ci-dessus est parfois qualifié de représentation paramétrique
de la droite Kv. Il découle de ces équivalences I'égalité
Kv={(x,y) e K?:a 'bx—y=0} lorsquea#0
ce que 'on exprime parfois en disant que IKv admet pour équation cartésienne
a 'bx —y =0. De méme, si b # 0, on a pour tout (x, y) € K?

x=Aa 1
(x,y) e Kv< 31 €K, S x=blay.
y=Ab
Ceci traduit I'égalité
Kv={(x,y)eK?:x—b "'ay=0} lorsqueb#D0,

on dit encore que IKv admet pour équation cartésienne x — b~ 'ay = 0. 2



Droites vectorielles dans K2 - suite et fin

Notons enfin que cette étude montre que tout ensemble de la forme
2 :={(x,y) e K®:px+qy=0} pour(p,q) # (0,0)

(que I'on peut parfois qualifier de droite admettant pour équation cartésienne
px +qy = 0) est une droite vectorielle de IK2.
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Un mot sur les droites vectorielles dans K°

Une erreur courante est de penser qu’'une démarche analogue a celle du
transparent précédent conduit a des équations cartésiennes de droites vectorielles
dans K2 du type ax + by + cz = 0.

Fixons v = (a,b,c) € IK®\ {0}. Observons que la définition d’une droite vectorielle
nous donne pour tout (x, y, z) € K3

x=Aa
(x,y,2) e Kv< 3L €K, (x,y,2)=A(a,b,c) < TA €K, { y=2b

z=Ac

Ce systéme d’équations est la encore qualifié de représentation paramétrique de la
droite Kv.
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Un mot sur les droites vectorielles dans K°

Une erreur courante est de penser qu’'une démarche analogue a celle du
transparent précédent conduit a des équations cartésiennes de droites vectorielles
dans K2 du type ax + by + cz = 0.

Fixons v = (a,b,c) € IK®\ {0}. Observons que la définition d’une droite vectorielle
nous donne pour tout (x, y, z) € K3

x=Aa
(x,y,2) e Kv< 3L €K, (x,y,2)=A(a,b,c) < TA €K, { y=2b
z=Ac

Ce systéme d’équations est la encore qualifié de représentation paramétrique de la
droite Kv.

Le "passage" en représentation cartésienne s’appuie sur le fait que v # 0. A titre
d’exemple, si a # 0, on peut facilement voir que

—1
a 'xc—z=0
Kv={(x,y,2) e K®:

alxb—y=0

22



Classification des s.e.v. de K2

Le résultat suivant donne une description explicite de I'ensemble des sous-espaces
vectoriels de K?.

Théoréme

Les sous-espaces vectoriels de IK? sont exactement {Ox:}, les droites vectorielles
de K2 et K.

23



Classification des s.e.v. de K2

Le résultat suivant donne une description explicite de 'ensemble des sous-espaces
vectoriels de K2.

Théoréeme

Les sous-espaces vectoriels de IK? sont exactement {Ox:}, les droites vectorielles
de K2 et K?.

Démonstration. Nous savons déja que {Oxz}, K2 et les droites vectorielles de IK?
sont des s.e.v. de IK2.

Réciproquement, considérons F un sous-espace vectoriel de IK? distinct de {0y} et
qui ne soit pas une K-droite vectorielle de IK?. Nous allons montrer que F = IK?. On
abien sir F C IK2. Fixons (x,y) € IK2. Puisque F # {0}, on peut choisir

v = (a,b) € F\ {0}. Le fait que F ne soit pas une K-droite vectorielle de K2 nous dit
qu’il existe w := (¢, d) € F avec w ¢ IKKv. Par ailleurs, le fait que (c, d) ne soit pas un
multiple/homothétique de (a, b) entraine sans difficultés que & := ad — bc # 0. En
posant o := 8" (xd — yc) et B := 5" (ya— xb) on voit que

(x.y) = o(a,b)+ B(c.d) € F.

On conclut que F = K2, n
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Vers la classification des s.e.v. de IK® - plan vectoriels

On peut obtenir une description explicite des s.e.v. de IK® & l'aide de la notion de plan
vectoriel :

Définition

Soient n > 2 un entier, v; € K"\ {0} et vo € K"\ Kv4. Lensemble 2

{Avi+uws : A, 1 € K} est appelé plan vectoriel de IK” engendré par vy et vo.

On vérifie que les plans vectoriels de IK” sont des s.e.v. de K. Observer que dans la
définition ci-dessus I'entier n est supérieur ou égal a 2 (on ne peut pas définir la
notion de plan vectoriels dans IK' = IK). Noter enfin que si v4 =0 ou v» € Kv,
lensemble {Avy +uvo : A, u € K} est une droite vectorielle.

/
/
fooo

-
-

vo/ V1 -

Figure 2: lllustration d’un plan vectoriel engendré par deux vecteurs vy, vo

2Cet ensemble sera bient6t noté Kvy + Kvp. 24



Vers la classification des s.e.v. de IK® - plan vectoriels

On peut obtenir une description explicite des s.e.v. de IK® & l'aide de la notion de plan
vectoriel :

Définition

Soient n > 2 un entier, v; € K"\ {0} et vo € K"\ Kv4. Lensemble 2

{Avi+uws : A, 1 € K} est appelé plan vectoriel de IK” engendré par vy et vo.

On vérifie que les plans vectoriels de IK” sont des s.e.v. de K. Observer que dans la
définition ci-dessus I'entier n est supérieur ou égal a 2 (on ne peut pas définir la
notion de plan vectoriels dans IK' = IK). Noter enfin que si v4 =0 ou v» € Kv,
lensemble {Avy +uvo : A, u € K} est une droite vectorielle.
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Figure 2: lllustration d’un plan vectoriel engendré par deux vecteurs vy, vo

2Cet ensemble sera bient6t noté Kvy + Kvp. 24



Quelques mots sur les plans vectoriels de K3

Soit &2 un plan vectoriel de K3 engendré par deux vecteurs v = (a1,by,c¢q) € K3 et
Vo = (a2, b2, 00) € K3,

25



Quelques mots sur les plans vectoriels de K3

Soit &2 un plan vectoriel de K3 engendré par deux vecteurs v = (a1,by,c¢q) € K3 et
Vo = (a2, b2, 00) € K3,

Observons que la définition de plan vectoriel donne ce que I'on appelle les équations
paramétriques : en effet, pour tout (x,y,z) € K® on a

(x,y,20€ Z < I ucK (x,y,2) = Mai, b, c1) + (az, be, c2)
X=Aaj+Uao
S IAuekK,qy=Aby+ubs

z=Aci+UCo
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Quelques mots sur les plans vectoriels de K3

Soit &2 un plan vectoriel de K3 engendré par deux vecteurs v = (a1,by,c¢q) € K3 et
Vo = (a2, b2, 00) € K3,

Observons que la définition de plan vectoriel donne ce que I'on appelle les équations
paramétriques : en effet, pour tout (x,y,z) € K® on a
(x,y,2) € Z < A, p € K, (x,y,2) = Mai, b1, ¢1) + (@, b2, ©2)
X=Aaj+Uao
<A u e, §y=Aby+ubs
z=Aci+UCo
On peut établir en toute généralité (c’est assez fastidieux a ce stade (voir le Chapitre
3 pour une méthode "efficace") et nous n’en aurons pas I'usage pour la suite) que
3”:{(x,y.,z)eIKS:ax+ﬁy+yz=0} 2)
pour a, B,y € K non tous nuls (il est méme possible d’avoir des expressions des

scalaires «, 3 et y en fonctions des a;, b; et ¢;). On dit parfois que & admet pour
équation cartésienne ax+fy+yz =0.

Remarquons enfin qu’un ensemble de la forme (2) avec «, 3,y non tous nuls est
évidemment un plan vectoriel de K8. 25



Classification des s.e.v. de K°

On énonce a présent le résultat de classification des s.e.v. de K3:

Théoréme
Les sous-espaces vectoriels de IK® sont exactement {Oks}, les droites vectorielles
de K3, les plans vectoriels de K2 et IK3.

Il est possible d’établir ce résultat en adaptant la démonstration de la classification
des s.e.v. de IK2. Nous allons suivre une autre démarche : celle de développer dans
ce chapitre les outils nous permettant d’obtenir une classification des s.e.v. de K"
avec n > 1 entier quelconque. Nous obtiendrons donc le résultat ci-dessus comme

conséquence directe de notre étude.
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Hyperplan

Les droites de IR? passant par 0 (resp. les plans de IR® passant par 0) sont des
sous-espaces vectoriels de IR? (resp. IR®). Iis sont "maximaux” au sens ol le seul
sous-espace vectoriel qui les contiennent strictement est IR? (resp. IR®). Nous
verrons plus loin que I'analogue dans K" est donné par la définition suivante :
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Hyperplan

Les droites de IR? passant par 0 (resp. les plans de IR® passant par 0) sont des
sous-espaces vectoriels de IR? (resp. IR®). Iis sont "maximaux” au sens ol le seul
sous-espace vectoriel qui les contiennent strictement est R? (resp. IR3). Nous
verrons plus loin que I'analogue dans K" est donné par la définition suivante :
Définition (Hyperplan)
Soit n > 1 un entier. Etant donnés ay,...,a, € IK non tous nuls et b € K, on appelle
hyperplan affine de K" 'ensemble

{(x1,...,xn) EK":a1X1 +...+anXn = b}.
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Hyperplan

Les droites de IR? passant par 0 (resp. les plans de IR® passant par 0) sont des
sous-espaces vectoriels de IR? (resp. IR®). Iis sont "maximaux” au sens ol le seul
sous-espace vectoriel qui les contiennent strictement est R? (resp. IR3). Nous
verrons plus loin que I'analogue dans K" est donné par la définition suivante :

Définition (Hyperplan)
Soit n > 1 un entier. Etant donnés ay,...,a, € IK non tous nuls et b € K, on appelle
hyperplan affine de K" 'ensemble

{(x1,...,xn) EK":a1X1 +...+anXn = b}.

Lorsque b = 0, 'ensemble ci-dessus est appelé hyperplan vectoriel de IK". Pour
n=2 (resp. n=3) le terme "hyperplan" est remplacé par "droite" (resp. "plan").
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Hyperplan

Les droites de IR? passant par 0 (resp. les plans de IR® passant par 0) sont des
sous-espaces vectoriels de IR? (resp. IR®). Iis sont "maximaux” au sens ol le seul
sous-espace vectoriel qui les contiennent strictement est R? (resp. IR3). Nous
verrons plus loin que I'analogue dans K" est donné par la définition suivante :
Définition (Hyperplan)
Soit n > 1 un entier. Etant donnés ay,...,a, € IK non tous nuls et b € K, on appelle
hyperplan affine de K" 'ensemble

{(x1,...,xn) EK":a1X1 +...+anXn = b}.

Lorsque b = 0, 'ensemble ci-dessus est appelé hyperplan vectoriel de IK". Pour
n=2 (resp. n=3) le terme "hyperplan" est remplacé par "droite" (resp. "plan").

Lhypothése "non tous nuls" est fondamentale.

Un hyperplan affine n’est pas un sous-espace vectoriel de IK” en général :
c’est un sous-espace affine... dont la théorie générale sera développée en L2.
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Organisation du Chapitre 1

® Les objectifs

® Structure vectorielle et sous-espaces vectoriels de K"

e Combinaisons linéaires, vect et familles génératrices
© Opérations sur les sous-espaces vectoriels

® Familles libres et liées

© Bases et dimension

© Applications linéaires
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Combinaison linéaire

La définition de s.e.v. conduit a introduire la :

Définition (Combinaison linéaire)
Soient n > 1 et L une partie de K. Une combinaison linéaire de p (avec p > 1)
vecteurs vi,..., v, de K" a coefficients dans L est une somme de la forme

o
Y Akvk=Aqvi+. o+ dpvp avec Ay, Ap €L

k=1

Les scalaires A1, ..., Ap sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.
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Combinaison linéaire

La définition de s.e.v. conduit a introduire la :

Définition (Combinaison linéaire)
Soient n > 1 et L une partie de K. Une combinaison linéaire de p (avec p > 1)

vecteurs vi,..., v, de K" a coefficients dans L est une somme de la forme
P
MV i=Mvi+...+Apvp avec Ay,...,Ap €L
k=1
Les scalaires A1, ..., Ap sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.

Toute combinaison linéaire de vecteurs de K" est un élément de K".
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Combinaison linéaire

La définition de s.e.v. conduit a introduire la :

Définition (Combinaison linéaire)

Soient n > 1 et L une partie de K. Une combinaison linéaire de p (avec p > 1)
vecteurs vi,..., v, de K" a coefficients dans L est une somme de la forme

o
Y Akvk=Aqvi+. o+ dpvp avec Ay, Ap €L
k=1

Les scalaires A1, ..., Ap sont appelés coefficients de la combinaison linéaire.
Toute combinaison linéaire de vecteurs de K" est un élément de K".
K=R,n=4,p=2,vy=(1,2,3,4) et vo = (5,6,7,8). Alors, le vecteur

2vi—3v =(2,4,6,8) —(15,18,21,24) = (—13,—14,—15,—16)

est une combinaison linéaire (de coefficients associés 2 et —3) de v4 et de v».
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Stabilité par combinaison linéaire

Revenons un instant a la définition de s.e.v. La condition (ii) exprime le fait qu’'un s.e.v.
F de K" est stable par combinaison linéaire de deux vecteurs de F (i.e., étant
donnés deux vecteurs x, y € F, la combinaison linéaire A x + Ly est encore un vecteur
de F ceci quels que soient les scalaires A et ).

Cette stabilité s’étend a un nombre quelconque (fini) de vecteurs de F. Plus

précisément :

Proposition

Soient n > 1 un entier. Alors, F est un sous-espace vectoriel de IK” si et seulement
si pour tout entier k > 2, pour tout x1,..., Xk € F et pour tout A+,...,Ax € K, ona

11X1 +...+lka EF.

Démonstration. Limplication < est évidente compte-tenu de la définition d’'un s.e.v.
tandis que 'implication réciproque découle d’'une récurrence immédiate. |
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Ensemble des combinaisons linéaires

Soient n > 1 un entier, (vy,...,vp) de K™ a p éléments (p > 1 entier).

On s’intéresse naturellement a 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires a
coefficients dans K formées a partir de vy,.. ., vp, C’est-a-dire a 'ensemble

veet{vy,...,Vp} ={ Vi +...+Apvp i Ay, Ay € K],
Lorsque p = 1, 'ensemble vect{vy } n'est nul autre que Kvy, i.e.,
Kvy :=vect{vs } = {Avy : A € K}.

Sip=2,0ona
vect{vy,va} = {lvi +davo : A4, A0 € K}

qui n'est rien d’autre que le plan vectoriel engendré par v1, vo lorsque v4 # 0 et
Vo ¢ H(V1 .
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Croissance de vect

Soit n > 1 un entier.

Commencons par observer (en revenant a la définition de vect) que pour toute famille
(vi,...,vp) de K" (avec p > 1) on a

vect{vy,...,vp} C vect{vy,...,vp,w} pourtoutw € K".
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Croissance de vect

Soit n > 1 un entier.

Commencons par observer (en revenant a la définition de vect) que pour toute famille
(vi,...,vp) de K" (avec p > 1) on a

vect{vy,...,vp} C vect{vy,...,vp,w} pourtoutw € K".

Nous allons voir ci-dessous que cette inclusion peut étre selon les cas ou bien une
égalité ou bien stricte.

® Un exemple de cas d’égalité : On se place dans le cas ou K = IR. Légalité
(2,4) = 2(1,2) donne tout de suite

vect{(1,2)} = vect{(2,4)} = vect{(1,2),(2,4)} .

® Un exemple d’inclusion stricte : Par ailleurs, on peut vérifier que

vect{(1,2)} # vect{(1,2),(3,4)}.
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Le plus petit sev contenant une famille donnée

Nous allons maintenant établir que vect{vi,..., vp} est le plus petit sous-espace
vectoriel de IK” contenant v1,..., vp.

Soient n > 1 un entier, (v1,. .., Vp) une famille de K" a p éléments. Ont lieu :
(a) Lensemble vect{v1,..., vy} est un sous-espace vectoriel de K”.
(b) Pour tout k € {1,...,p}, ona vx € vect{vy,...,Vp}.
(c) Si F est un sous-espace vectoriel de IK” contenant les vecteurs v, ..., vp, alors
ona
vect{vi,...,Vp} C F.

(d)On a

vect{vy,...,vp} = (| F=:{xeK":VF € ¥ x € F},
Fes

ou . désigne I'ensemble des sous-espaces vectoriels de IK” contenant v4, ..., vp.
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La démonstration

On note V :=vect{vy,...,Vp}.
(a) On a evidemment Ok~ € V puisque

O]Kn=0.V1 +...+0.Vp‘
Soient o, B € K, x,y € V. llexiste A1,...,Ap, 1. .., Up € Ktels que
X=MVi+...+ApVp et y=Uivi+...+UpVp.

Il vient alors
ox+ By =o(A +Up)Vvy+...+0(Ap+ Up)Vp,

en particulier ox + By € V. On conclut que V est un sous-espace vectoriel de K.
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La démonstration

On note V :=vect{vy,...,Vp}.
(a) On a evidemment Ok~ € V puisque

Okn=0.vi+...+0.vp.
Soient o, B € K, x,y € V. llexiste A1,...,Ap, 1. .., Up € Ktels que
X=MVi+...+ApVp et y=Uivi+...+UpVp.
Il vient alors
ox+ By =o(A +Up)Vvy+...+0(Ap+ Up)Vp,
en particulier ox + By € V. On conclut que V est un sous-espace vectoriel de K.
(b) Pour chaque k € {1,...,p},ona

Vg = 1.vk+20.v/ € vect{vy,...,Vp}.
I#k
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La démonstration

On note V :=vect{vy,...,Vp}.
(a) On a evidemment Ok~ € V puisque

Okn=0.vi+...+0.vp.
Soient o, B € K, x,y € V. llexiste A1,...,Ap, 1. .., Up € Ktels que
X=MVi+...+ApVp et y=Uivi+...+UpVp.
Il vient alors
ox+ By =o(A +Up)Vvy+...+0(Ap+ Up)Vp,
en particulier ox + By € V. On conclut que V est un sous-espace vectoriel de K.

(b) Pour chaque k € {1,...,p},ona

Vg = 1.vk+20.v/ € vect{vy,...,Vp}.
I#k
(¢) Soit F un sous-espace vectoriel de K" contenant V. Soit x € V. Par définition de
V,ilexiste A1,...,4p € Ktels que x = Z',f=1 Ak Vk. En combinant (b) et notre
hypothése, il vient vy, ..., vp € F. ll reste alors a exploiter que F est stable par
combinaison linéaire pour conclure que Zﬁ=1 AkVvk € F.
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La démonstration

On note V :=vect{vy,...,Vp}.
(a) On a evidemment On» € V puisque
OIK” =0.vq +.. .+0.Vp‘
Soient o, B € K, x,y € V. llexiste A1,...,Ap, 1. .., Up € Ktels que
X=MVi+...+ApVp et y=Uivi+...+UpVp.
Il vient alors
ox+ By =o(A +Up)Vvy+...+0(Ap+ Up)Vp,
en particulier ox + By € V. On conclut que V est un sous-espace vectoriel de K.
(b) Pour chaque k € {1,...,p},ona
Vg = 1.vk+20.v/ € vect{vy,...,Vp}.
I#k
(¢) Soit F un sous-espace vectoriel de K" contenant V. Soit x € V. Par définition de
V,ilexiste A1,...,4p € Ktels que x = Z',f=1 Ak Vk. En combinant (b) et notre
hypothése, il vient vy, ..., vp € F. ll reste alors a exploiter que F est stable par
combinaison linéaire pour conclure que Zﬁ=1 AkVvk € F.
(d) C’est une conséquence directe de (a), (b) et (c) ci-dessus. |

34



On donne un nom au sous-espace vectoriel vect{vy,...,Vp}.

Définition (S.e.v. engendré par une famille)
Soient n > 1 un entier et (v4,..., vp) une famille de vecteurs K”. Lensemble

vect{vy,...,Vp} est appelé sous-espace vectoriel engendré par la famille

(v1,...,Vp).
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Famille génératrice

On va s’intéresser dans la suite a décrire des sous-espaces vectoriels a 'aide de
vect. Cette idée est I'extension naturelle de celle consistant a déterminer un vecteur
directeur d’'une droite (ce qui permet donc de décrire une droite a I'aide d’un seul
vecteur).

Définition (Famille génératrice)

Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de KK". On dit qu’une famille (v1, ..., Vp) de
vecteurs de K" est génératrice de F lorsque

F=vect{vy,...,vp}.
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Famille génératrice

On va s’intéresser dans la suite a décrire des sous-espaces vectoriels a l'aide de
vect. Cette idée est I'extension naturelle de celle consistant a déterminer un vecteur
directeur d’'une droite (ce qui permet donc de décrire une droite a I'aide d’un seul
vecteur).

Définition (Famille génératrice)
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de KK". On dit qu’une famille (v1, ..., Vp) de
vecteurs de K" est génératrice de F lorsque

F=vect{vy,...,vp}.

® Soit v € K". La famille & 1 élément (v) est génératrice de Kv.

® Soit v, v» € K" avec v; # 0 et vo» ¢ Kv. La famille a 2 éléments (vy, v2) est
génératrice du plan vectoriel engendré par vy, va.

e La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est génératrice de K3, i.e.,
K® = vect{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.
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Comment obtenir une famille génératrice ?

Nous allons voir comment aller au-dela des deux cas intéressants (bien que limités)
développés dans le transparent précédent.
Soit 7 = {(x,y) ER%:2x+y =0}. Onavu que Z est un s.e.v. de R%. Nous allons
montrer comment obtenir une famille génératrice de 2, i.e., comment trouver
vi,...,vp € R2 tels que

P =vect{vq,...,vp}.
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Comment obtenir une famille génératrice ?

Nous allons voir comment aller au-dela des deux cas intéressants (bien que limités)
développés dans le transparent précédent.

Soit 7 = {(x,y) € R? :2x+y =0}. On avu que Z est un s.e.v. de R?. Nous allons
montrer comment obtenir une famille génératrice de 2, i.e., comment trouver
vi,...,vp € R2 tels que

P =vect{vq,...,vp}.

En écrivant pour tout (x, y) € R?,

xy) €D 2x+y =0 (x,y) = (X, —2x) & (x,y) = x(1,-2) ]

on voit que
2 ={A(1,-2): A € R} =vect{(1,-2)} =1 R(1, —2).

Le s.e.v. ¥ admet donc une famille génératrice a 1 élément constituée du vecteur
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Quelques observations

On note facilement que

2 ={(x,y) €ER?:2x+y =0} =vect{(1,—2),(2,—4)} =vect {(1,—2), (2, —4),(3,—6)} = ...
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Quelques observations

On note facilement que

2 ={(x,y) €ER?:2x+y =0} =vect{(1,—2),(2,—4)} =vect {(1,—2), (2, —4),(3,—6)} = ...

Conséquences.

® Pas d'unicité de la famille génératrice.
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Quelques observations

On note facilement que

2 ={(x,y) €ER?:2x+y =0} =vect{(1,—2),(2,—4)} =vect {(1,—2), (2, —4),(3,—6)} = ...

Conséquences.

® Pas d’unicité de la famille génératrice.

® On peut construire des familles génératrices de cardinal arbitrairement grand.
® Pas d’unicité du nombre d’éléments d’'une famille génératrice : I'intérét est
d’avoir a disposition une famille génératrice avec le plus petit nombre d’éléments
possible.
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Quelques observations

On note facilement que

2 ={(x,y) €ER?:2x+y =0} =vect{(1,-2),(2,—4)} =vect {(1,—2),(2, —4),(3,—6)} =....

Conséquences.
® Pas d’unicité de la famille génératrice.
® On peut construire des familles génératrices de cardinal arbitrairement grand.
® Pas d’unicité du nombre d’éléments d’'une famille génératrice : I'intérét est
d’avoir a disposition une famille génératrice avec le plus petit nombre d’éléments
possible.

S’il est facile (mais sans grand intérét) de construire des familles génératrices de
cardinal arbitrairement grand, il n’en est pas de méme du probléme évoqué ci-dessus.
A titre d’exemple, on pourra montrer que

P :={(x,y,2) eER®: x+y+2=0} = vect{(1,0,—1),(0,1,—1)}
n‘admet pas de famille génératrice contenant un seul élément.
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Suppression d’un générateur

Le résultat suivant permet de diminuer le nombre d’éléments d’'un vect (parfois
appelés "générateurs").

Proposition
Soient n > 1 un entier, (v4,...,vp) une famille de vecteurs de K" et k € {1,..., p}.
Sivki= Y  AvjavecAy,...,Ap €K alorsona

1<j<p,j#k

vect{v,...,vp} =vect{v; :j€ {1,...,p},j # k}.
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Suppression d’un générateur

Le résultat suivant permet de diminuer le nombre d’éléments d’'un vect (parfois
appelés "générateurs").

Proposition
Soient n > 1 un entier, (v4,...,vp) une famille de vecteurs de K" et k € {1,..., p}.
Sivki= Y  AvjavecAy,...,Ap €K alorsona

1<j<p,j#k

vect{v,...,vp} =vect{v; :j€ {1,...,p},j # k}.

Démonstration. Linclusion D est évidente. Montrons I'inclusion renversée. Soit

x € vect{vy,...,Vp}. Il existe ly,.... Up e]KteIsquex:Z}';1 U;vj. On a alors
X= Y 1jvi+ e ) Ay
j#k jEk

et ceci nous dit que x € vect{v; :j € {1,...,p},j # k}. [
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Suppression d’un générateur

Le résultat suivant permet de diminuer le nombre d’éléments d’'un vect (parfois

appelés "générateurs").

Proposition
Soient n > 1 un entier, (v4,...,vp) une famille de vecteurs de K" et k € {1,..., p}.
Sivki= Y  AvjavecAy,...,Ap €K alorsona

1<j<p,j#k

vect{v,...,vp} =vect{v; :j€ {1,...,p},j # k}.

Démonstration. Linclusion D est évidente. Montrons I'inclusion renversée. Soit
x e vect{vy,...,Vp}. ll existe uy,..., 4p € Ktels que x=2}';1 U;vj. On a alors

X= Y 1jvi+ e ) Ay
j*k j#k

et ceci nous dit que x € vect{v; :j € {1,...,p},j # k}.
Exemple. Puisque (—1,0) =2(1,2) —(3,4),0n a
vect{(1,2),(3,4),(—1,0)} = vect{(1,2),(3,4)} .
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Remplacement d’'un générateur

On dispose également d’un résultat permettant de remplacer un générateur donné :

Proposition
Soient n > 1 un entier, (v4,..., Vp) une famille de vecteurs de K" et k € {1,...,p}.

P
Soit u:= ), A;vj avec Aq,...,A, € Ket A # 0. Alors, on a
=

veet{vq,...,Vp} =vect{v,..., Vk—1,U, Vks1,.. ., Vp}-
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Remplacement d’'un générateur

On dispose également d’un résultat permettant de remplacer un générateur donné :

Proposition
Soient n > 1 un entier, (v4,..., Vp) une famille de vecteurs de K" et k € {1,...,p}.

P
Soit u:= ), A;vj avec Aq,...,A, € Ket A # 0. Alors, on a
=

veet{vq,...,Vp} =vect{v,..., Vk—1,U, Vks1,.. ., Vp}-
Démonstration. Linclusion D est claire. Linclusion C découle du fait que

V=M (u— levj).
j#k
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Remplacement d’'un générateur

On dispose également d’un résultat permettant de remplacer un générateur donné :

Proposition
Soient n > 1 un entier, (v4,..., Vp) une famille de vecteurs de K" et k € {1,...,p}.

P
Soit u:= ), A;vj avec Aq,...,A, € Ket A # 0. Alors, on a
=

veet{vq,...,Vp} =vect{v,..., Vk—1,U, Vks1,.. ., Vp}-

Démonstration. Linclusion D est claire. Linclusion C découle du fait que

V=M (u— Z/ljvj).
j#k

Exemple. n=2,p=3, vy =(1,2), vo =(9,4), v3 = (—12,1).
Pour a:= —2vy +v3, on a vect{vy, vo, 3} = vect{a, vo, v3 }.
Pour b := vy +5v» — 7v3, on a vect{ vy, vo,v3} = vect{vy, b, v3}.
Pour ¢ := 19v3, on a vect{vy, vo, v3} = vect{vq, vo,c}.
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Organisation du Chapitre 1

® Les objectifs

® Structure vectorielle et sous-espaces vectoriels de K"
© Combinaisons linéaires, vect et familles génératrices
e Opérations sur les sous-espaces vectoriels
® Familles libres et liées

© Bases et dimension

® Applications linéaires
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Opérations sur les s.e.v. de K” : 'union

Soit n > 1 un entier et F, G deux sous-espaces vectoriels de K".

Question. Lensemble FU G (=I'ensemble des éléments de K" qui appartiennent a F
ou a G ou aux deux) est-il un s.e.v. de K" ?
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Opérations sur les s.e.v. de K” : 'union

Soit n > 1 un entier et F, G deux sous-espaces vectoriels de K".

Question. Lensemble FU G (=I'ensemble des éléments de K" qui appartiennent a F
ou a G ou aux deux) est-il un s.e.v. de K" ?

Réponse. Non, pour le voir, il suffit de prendre deux droites de IR? distinctes qui
passent par (0,0).

u~+ vgRu U Rv

42



Opérations sur les s.e.v. de K" : I'intersection

Lintersection d’'une famille quelconque de s.e.v. est un s.e.v. Plus précisément :

Proposition
Soit (Fj)je; une famille non vide (i.e., / # 0) de s.e.v. de K" avec n > 1 fixé. Alors,
I'intersection

ﬂF;::{xe]K":Viel,xGF/}

i€l

est un s.e.v. de K”.
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Opérations sur les s.e.v. de K" : I'intersection

Lintersection d’'une famille quelconque de s.e.v. est un s.e.v. Plus précisément :

Proposition
Soit (Fj)je; une famille non vide (i.e., / # 0) de s.e.v. de K" avec n > 1 fixé. Alors,
I'intersection

ﬂF;::{xe]K":Viel,xGF/}

i€l

est un s.e.v. de K”.

Démonstration. Puisque O~ est dans chacun des F; (i € /), nous savons que On
est dans l'intersection considérée.
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Opérations sur les s.e.v. de K" : I'intersection

Lintersection d’'une famille quelconque de s.e.v. est un s.e.v. Plus précisément :

Proposition
Soit (Fj)je; une famille non vide (i.e., / # 0) de s.e.v. de K" avec n > 1 fixé. Alors,
I'intersection

ﬂF;::{xe]K":Viel,xGF/}

i€l

est un s.e.v. de K”.

Démonstration. Puisque O~ est dans chacun des F; (i € /), nous savons que On
est dans l'intersection considérée.

Soient x,y € ;¢ Fi et A, u € K. Pour chaque i € /, on a (car F; est un s.e.v. de K”)
AXx+ Uy € Fj.

Ceci nous dit que Ax + Ly € ;¢ Fi. La preuve est terminée. ]
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lllustration et utilisation du résultat précédent

-

-

Soient (a1, by, ¢1) € R3 et (ap, bo, c2) € R3. L'ensemble

s=dixyze RS - aix+biy+c1z=0

asX+boy+coz=0

estun s.e.v. de IR car il est l'ntersection de deux s.e.v. de RS :
I = PN

ol I'on a noté pour i € {1,2}

Pi={(x,y,2) ER®: aix+ by +ciz=0}. 4



Systemes linéaires

Avant de poursuivre notre étude des opérations sur les s.e.v., introduisons (en lien
avec le transparent précédent) la :
Définition (Systéme linéaire)
Soit n > 1 un entier. On appelle systéme linéaire (S.L.) (resp. systéme linéaire
homogeéne (S.L.H.)) de K" toute intersection finie d’hyperplans affines (resp.
vectoriels) de K".
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Systemes linéaires

Avant de poursuivre notre étude des opérations sur les s.e.v., introduisons (en lien
avec le transparent précédent) la :

Définition (Systéme linéaire)
Soit n > 1 un entier. On appelle systéme linéaire (S.L.) (resp. systéme linéaire
homogeéne (S.L.H.)) de K" toute intersection finie d’hyperplans affines (resp.

vectoriels) de K".
"Autrement dit, un S.L. de K" revient & se donner m-équations de la forme

ai1 X1 +aeXe +...+aipXn = by

ag1 X1 +ageXo+...+anXp = b2

amiX1+a@meXo +...+amnXn = bm.”
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Systémes linéaires et s.e.v.

On a l'important résultat suivant:

Théoréme
Soit n > 1 un entier. Un systéme linéaire homogeéne de K" est un sous-espace
vectoriel de K.
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Systémes linéaires et s.e.v.

On a l'important résultat suivant:

Théoréme
Soit n > 1 un entier. Un systéme linéaire homogeéne de K" est un sous-espace
vectoriel de K.

Démonstration. Ceci découle directement du fait que I'ensemble des solutions d’un
systéme linéaire homogeéne est une intersection d’hyperplans de K" qui sont des
s.e.v. de K. ™
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Systémes linéaires et s.e.v.

On a l'important résultat suivant:

Théoréme
Soit n > 1 un entier. Un systéme linéaire homogeéne de K" est un sous-espace
vectoriel de K.

Démonstration. Ceci découle directement du fait que I'ensemble des solutions d’un
systéme linéaire homogeéne est une intersection d’hyperplans de K" qui sont des
s.e.v. de K. ™

Conséquence. Un systéme homogéne admet soit une unique solution (le vecteur nul
(0,...,0)) ou une infinité de solutions.
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Opérations sur les s.e.v. : la somme

Soient n,p > 1 deux entiers, E,..., E, des sous-espaces vectoriels de K”.

Proposition
Lensemble
Ei+...+Ep={Xy+Xo+...4+Xp 1 X1 € Ey,...,Xp € Ep}

est un sous-espace vectoriel de K.
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Opérations sur les s.e.v. : la somme

Soient n,p > 1 deux entiers, E,..., E, des sous-espaces vectoriels de K”.

Proposition
Lensemble

Ei+...+Ep={Xy+Xo+...4+Xp 1 X1 € Ey,...,Xp € Ep}
est un sous-espace vectoriel de K.

Démonstration. Notons E := Ey +...+ Ej. Puisque Ogn» € E; pour chaque
i€e{1,...,n},ona0kn € E. Soient x,y € Eet A,u € K. Il existe

Xty ey Xm Y1s---,Yn QVEC X;, ¥i € Ej pour chaque i € {1,...,n} tels que
X=X{+...+Xpety=yis+...+yp llvient alors

AX+Uy =(Axg +Uy)+...+(Axp+ LLyp).

Il reste a exploiter le fait que Eq, ..., E, sont des sous-espaces vectoriels de K" pour
obtenir Ax;+ (y; € Ej pour tout i € {1,...,n}. On conclut que Ax +py € E. [
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Opérations sur les s.e.v. : la somme

Soient n,p > 1 deux entiers, E,..., E, des sous-espaces vectoriels de K”.

Proposition
Lensemble

Ei+...+Ep={Xy+Xo+...4+Xp 1 X1 € Ey,...,Xp € Ep}
est un sous-espace vectoriel de K.

Démonstration. Notons E := Ey +...+ Ej. Puisque Ogn» € E; pour chaque
i€e{1,...,n},ona0kn € E. Soient x,y € Eet A,u € K. Il existe

Xty ey Xm Y1s---,Yn QVEC X;, ¥i € Ej pour chaque i € {1,...,n} tels que
X=X{+...+Xpety=yis+...+yp llvient alors

AX+Uy =(Axg +Uy)+...+(Axp+ LLyp).
Il reste a exploiter le fait que Eq, ..., E, sont des sous-espaces vectoriels de K" pour
obtenir Ax;+ (y; € Ej pour tout i € {1,...,n}. On conclut que Ax +py € E. [

Lensemble Eq +. ..+ E, est souvent appelé sous-espace vectoriel somme (ou
somme de Minkowski) de Eq, ..., Ep,.
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Somme de droites

Le résultat ci-dessous donne un premier exemple de sommes de sous-espaces
vectoriels :

Proposition
Soient n,p > 1 deux entiers, (v1,..., Vp) une famille de K. On a

vect{vy,...,Vp} = Kvy +...+Kyp.
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Somme de droites

Le résultat ci-dessous donne un premier exemple de sommes de sous-espaces
vectoriels :

Proposition
Soient n,p > 1 deux entiers, (v1,..., Vp) une famille de K. On a

vect{vy,...,Vp} = Kvy +...+Kyp.

Démonstration. Notons V le membre de gauche de I'égalité souhaitée et W celui de
droite. Soit x € K".

Supposons x € V. Il existe alors A1,...,4p € Ktels que x = 44 v1 +...+ApV,. Ceci et
le fait que A;v; € Kv; pour chaque i € {1,...,p} nous assurent de I'inclusion x € W.
Nous venons d’établir V C W.

Supposons maintenant que x € W. Il existe alors py,..., up € Ktels que
X=WVi+...+UpVp. Il s’ensuit x € V. Ceci montre que W C V.

On conclut que V = W. ]
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Exemples et remarques

® Soient n,p > 1 deux entiers. Pour Ey, ..., Ep des sous-espaces de K", on a

n
UE,-CE1+...+E,,.

i=1

Attention, en général cette inclusion n’est pas une égalité.
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Exemples et remarques

® Soient n,p > 1 deux entiers. Pour Ey, ..., Ep des sous-espaces de K", on a

n
UE,-CE1+...+E,,.

i=1

Attention, en général cette inclusion n’est pas une égalité.

eR(1,0)+R(0,1) = R? = R(e, 7) + R(0, 1).
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Exemples et remarques

® Soient n,p > 1 deux entiers. Pour Ey, ..., Ep des sous-espaces de K", on a

n
UE,-CE1+...+E,,.

i=1

Attention, en général cette inclusion n’est pas une égalité.
eR(1,0)+R(0,1) = R? = R(e, 7) + R(0, 1).

® IR(1,0,0)+IR(0,1,0) +IR(0,0,1) = R® = IR(1,2,3) +IR(1,1,0) +R(0,0, 1).
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Exemples et remarques

® Soient n,p > 1 deux entiers. Pour Ey, ..., Ep des sous-espaces de K", on a

n
UE,-CE1+...+E,,.

i=1

Attention, en général cette inclusion n’est pas une égalité.
eR(1,0)+R(0,1) = R? = R(e, 7) + R(0, 1).
® IR(1,0,0) +IR(0,1,0) +IR(0,0,1) = R® = IR(1,2,3) + R(1,1,0) + IR(0,0, 1).

o {(x,y,2) ER®:x+y+z=0} =R(1,0,—1)+R(0,1,—1).
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Exemples et remarques

® Soient n,p > 1 deux entiers. Pour Ey, ..., Ep des sous-espaces de K", on a

n

JE CE+..+En
i=1

Attention, en général cette inclusion n’est pas une égalité.
eR(1,0)+R(0,1) = R? = R(e, 7) + R(0, 1).

o R(1,0,0) +IR(0,1,0) +IR(0,0,1) = R® = R(1,2,3) + R(1,1,0) + IR(0, 0, 1).
o {(x,y,2) ER®:x+y+z=0} =R(1,0,—1)+R(0,1,—1).

o R(1,1)+RR(2,2) = R(1,1) # R®.
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Somme directe et supplémentaires

Remarquons que deux sous-espaces vectoriels de IK” ont toujours une intersection
vide (puisque O~ appartient a n'importe quel sous-espace vectoriel de KK"). Ceci
conduit & la définition ci-dessous:

Définition (Somme directe)

Soient n > 1 un entier, E, F deux sous-espaces vectoriels de IKK”. Lorsque

ENF = {0}, on dit que E et F sont en somme directe : 'ensemble E + F est alors

noté E® F.

Avec la définition ci-dessus, nous pouvons introduire la notion de supplémentaire
dans K". Il s’agit simplement de reconstruire IK” comme la somme de deux de ses
sous-espaces en somme directe.
Définition (Supplémentaire)
Soient n > 1 un entier, E, F deux sous-espaces vectoriels de IK”. On dit que E et F
sont supplémentaires lorsque IK” = E + F et E et F sont en somme directe. On
écritalors K" = E@ F.
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Quelques commentaires

Figure 3: Deux sous-espaces vectoriels de IR® supplémentaires.
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Quelques commentaires

/ ¢

Figure 3: Deux sous-espaces vectoriels de IR® supplémentaires.

® Attention : les notions de somme directe et de supplémentaire ne s’étendent
pas directement au cas de trois (ou plus) sous-espaces.
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Quelques commentaires

/ ¢

Figure 3: Deux sous-espaces vectoriels de IR® supplémentaires.

® Attention : les notions de somme directe et de supplémentaire ne s’étendent
pas directement au cas de trois (ou plus) sous-espaces.

e OnaR(1,2) ®R(2,5) = R? tandis que IR(1,2) et R(1,2) ne sont méme pas en

somme directe.
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Figure 3: Deux sous-espaces vectoriels de IR® supplémentaires.

® Attention : les notions de somme directe et de supplémentaire ne s’étendent
pas directement au cas de trois (ou plus) sous-espaces.

e OnaR(1,2) ®R(2,5) = R? tandis que IR(1,2) et R(1,2) ne sont méme pas en
somme directe.

o Les sous-espaces vectoriels £ = vect{(1,0,0),(0,1,0)} et F =R(0,0, 1) de IR® sont
supplémentaires.
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Quelques commentaires

/ ¢

/ ‘/ O

Figure 3: Deux sous-espaces vectoriels de IR® supplémentaires.

® Attention : les notions de somme directe et de supplémentaire ne s’étendent
pas directement au cas de trois (ou plus) sous-espaces.

e OnaR(1,2) ®R(2,5) = R? tandis que IR(1,2) et R(1,2) ne sont méme pas en
somme directe.

o Les sous-espaces vectoriels £ = vect{(1,0,0),(0,1,0)} et F =R(0,0, 1) de IR® sont
supplémentaires.

® Nous verrons plus loin que tout sous-espace vectoriel E de K" posséde un

supplémentaire. 51



Etre supplémentaires

Le caractéere supplémentaire s’exprime par I'existence et I'unicité d’'une décomposition
sur les sous-espaces impliqués. Plus précisément :
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Etre supplémentaires

Le caractéere supplémentaire s’exprime par I'existence et I'unicité d’'une décomposition
sur les sous-espaces impliqués. Plus précisément :

Proposition
Soient n > 1, E, F deux sous-espaces vectoriels de IK". Alors, on a

K'=EpF&VxeK" A(e,f)EEXF,x=e+f.
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Etre supplémentaires

Le caractéere supplémentaire s’exprime par I'existence et I'unicité d’'une décomposition
sur les sous-espaces impliqués. Plus précisément :

Proposition

Soient n > 1, E, F deux sous-espaces vectoriels de IK". Alors, on a

K'=EpF&VxeK" A(e,f)EEXF,x=e+f.

Démonstration. =, Supposons que K" = E& F. Soit x € K". Puisque K" = E + F, il
existe (eq,f) € E x F tel que x = e1 +f1. Soit (ep,fo) € E X F telque x=ex + . Il
vient

e1—ex=h—f,
en particulier et —ex € ENF et fpb — f{ € ENF. ll reste a exploiter 'égalité
ENF ={0} pour aboutir & (eq,f) = (e2, o).
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Etre supplémentaires

Le caractéere supplémentaire s’exprime par I'existence et I'unicité d’'une décomposition
sur les sous-espaces impliqués. Plus précisément :

Proposition

Soient n > 1, E, F deux sous-espaces vectoriels de IK". Alors, on a

K'=EpF&VxeK" A(e,f)EEXF,x=e+f.

Démonstration. =, Supposons que K" = E& F. Soit x € K". Puisque K" = E + F, il
existe (eq,f) € E x F tel que x = e1 +f1. Soit (ep,fo) € E X F telque x=ex + . Il
vient

e1—ex=h—f,
en particulier et —ex € ENF et fpb — f{ € ENF. ll reste a exploiter 'égalité
ENF ={0} pour aboutir & (eq,f) = (e2, o).
<, Supposons que pour chaque x € K", il existe un unique couple (e, f) € E X F tel
que x = e+f. On a tout de suite K" = E® F. Par ailleurs, pour x € ENF les égalités
X +(—x) =0=0+0 et notre hypothése d’unicité montrent que (0,0) = (x, —x), i.e.,
x=0. | |
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Opérations sur les s.e.v. : le produit cartésien

La notion de sous-espace vectoriel est compatible avec le produit cartésien. Plus
précisément :

Proposition

Soient m, n deux entiers > 1, E un sous-espace vectoriel de IK” et F un
sous-espace vectoriel de IK”. Alors, 'ensemble E x F est un sous-espace vectoriel

de K™,
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Opérations sur les s.e.v. : le produit cartésien

La notion de sous-espace vectoriel est compatible avec le produit cartésien. Plus
précisément :

Proposition
Soient m, n deux entiers > 1, E un sous-espace vectoriel de IK” et F un
sous-espace vectoriel de IK”. Alors, 'ensemble E x F est un sous-espace vectoriel

de K™,

Démonstration. Il suffit de revenir a la définition de sous-espaces vectoriels. u
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Organisation du Chapitre 1

® Les objectifs

® Structure vectorielle et sous-espaces vectoriels de K"
® Combinaisons linéaires, vect et familles génératrices
© Opérations sur les sous-espaces vectoriels

e Familles libres et lices

© Bases et dimension

© Applications linéaires
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Familles libres et liées : une introduction via la colinéarité

Commengons par étendre a IK” la notion de colinéarité.

Définition

Soit n > 1 un entier. On dit que deux vecteurs vq, v» € IK” sont colinéaires lorsqu'il
existe 2 € K tel que vy = Ava ou vo = Avq 3.

3 Attention & cette petite subtilité (souvent négligée) dans la définition de la colinéarité (penser au cas ol
vi=0et v, #0).
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Familles libres et liées : une introduction via la colinéarité

Commengons par étendre a IK” la notion de colinéarité.

Définition

Soit n > 1 un entier. On dit que deux vecteurs vq, v» € IK” sont colinéaires lorsqu'il
existe A € K tel que v4 = Avs ou vo = Avq 8.

Remarquons que v et v» sont colinéaires si et seulement s'il existe @, B € K non
tous nuls tels que avy + fvo = Okn.

3 Attention & cette petite subtilité (souvent négligée) dans la définition de la colinéarité (penser au cas ol
vi=0et v, #0).
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Familles libres et liées : une introduction via la colinéarité

Commengons par étendre a IK” la notion de colinéarité.

Définition

Soit n > 1 un entier. On dit que deux vecteurs vq, v» € IK” sont colinéaires lorsqu'il
existe A € K tel que v4 = Avs ou vo = Avq 8.

Remarquons que v et v» sont colinéaires si et seulement s'il existe @, B € K non
tous nuls tels que avy + fvo = Okn.

Soient vy, v» € K" deux vecteurs non-colinéaires. Examinons les combinaisons
linéaires de vq, vo nulles. Pour cela, fixons A1, A2 € K tels que A1vq + Ao va = On.
Que dire alors des coefficients A1, A2 ?

3 Attention & cette petite subtilité (souvent négligée) dans la définition de la colinéarité (penser au cas ol
vi=0et v, #0).
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Remarquons que v et v» sont colinéaires si et seulement s'il existe @, B € K non
tous nuls tels que avy + fvo = Okn.

Soient vy, v» € K" deux vecteurs non-colinéaires. Examinons les combinaisons
linéaires de vq, vo nulles. Pour cela, fixons A1, A2 € K tels que A1vq + Ao va = On.
Que dire alors des coefficients A1,A> ? Supposons que Ay # 0. Dans ce cas, on peut
écrire vy = —%VQ ce qui entraine en particulier que vy et v» sont colinéaires :
CONTRADICTION. De méme, on ne peut pas avoir Ao # 0.

3 Attention & cette petite subtilité (souvent négligée) dans la définition de la colinéarité (penser au cas ol
vi=0et v, #0).
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Familles libres et liées : une introduction via la colinéarité

Commengons par étendre a IK” la notion de colinéarité.

Définition

Soit n > 1 un entier. On dit que deux vecteurs vq, v» € IK” sont colinéaires lorsqu'il
existe A € K tel que v4 = Avs ou vo = Avq 8.

Remarquons que v et v» sont colinéaires si et seulement s'il existe @, B € K non
tous nuls tels que avy + fvo = Okn.

Soient vy, v» € K" deux vecteurs non-colinéaires. Examinons les combinaisons
linéaires de vq, vo nulles. Pour cela, fixons A1, A2 € K tels que A1vq + Ao va = On.
Que dire alors des coefficients A1,A> ? Supposons que Ay # 0. Dans ce cas, on peut
écrire vy = —%VQ ce qui entraine en particulier que vy et v» sont colinéaires :
CONTRADICTION. De méme, on ne peut pas avoir Ao # 0.

On a donc montré que si v4 et v» ne sont pas colinéaires, on a pour tout A1, A2 € K,

[ AMvi+A2vp =0n = Ay = A2 =0. ]

3 Attention & cette petite subtilité (souvent négligée) dans la définition de la colinéarité (penser au cas ol
vi=0et v, #0).
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Familles libres et liées : une introduction via la coplanarité

On étend tout d’abord la notion de coplanarité a IK".

Définition

Soit n > 1 un entier. On dit que trois vecteurs vq, v», v3 € IK” sont coplanaires
lorsque 'un de ces vecteurs est combinaison linéaire des deux autres.

Notons que vy, v», v3 sont coplanaires si et seulement s'il existe o, 3,y € IK non tous
nuls tels que vy + Bvo +Yva = On.

Soient vy, vo, v3 € K" trois vecteurs non-coplanaires. Examinons les combinaisons
linéaires de vy, va, v3 nulles. Pour cela, fixons 11,12, A3 € K tels que

2,1 1Z] +).QV2+A,3V3 =O]Kn.

Que dire alors des coefficients A1, 42,13 ?
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Familles libres et liées : une introduction via la coplanarité

On étend tout d’abord la notion de coplanarité a IK".

Définition

Soit n > 1 un entier. On dit que trois vecteurs vq, v», v3 € IK” sont coplanaires
lorsque 'un de ces vecteurs est combinaison linéaire des deux autres.

Notons que vy, v», v3 sont coplanaires si et seulement s'il existe o, 3,y € IK non tous
nuls tels que vy + Bvo +Yva = On.

Soient vy, vo, v3 € K" trois vecteurs non-coplanaires. Examinons les combinaisons
linéaires de vy, va, v3 nulles. Pour cela, fixons 11,12, A3 € K tels que

2,1 1Z] +).QV2 +A,3V3 = O]Kn.
Que dire alors des coefficients A1, A2, A3 ? Supposons que A4 # 0. Dans ce cas, on

peut écrire v = —%vz — %m ce qui entraine en particulier que vy, v» et v sont

coplanaires : CONTRADICTION. De méme, on ne peut pas avoir A, # 0 ou A3 # 0.
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Familles libres et liées : une introduction via la coplanarité

On étend tout d’abord la notion de coplanarité a IK".
Définition
Soit n > 1 un entier. On dit que trois vecteurs vq, v», v3 € IK” sont coplanaires
lorsque 'un de ces vecteurs est combinaison linéaire des deux autres.

Notons que vy, v», v3 sont coplanaires si et seulement s'il existe o, 3,y € IK non tous
nuls tels que vy + Bvo +Yva = On.
Soient vy, vo, v3 € K" trois vecteurs non-coplanaires. Examinons les combinaisons
linéaires de vy, va, v3 nulles. Pour cela, fixons 11,12, A3 € K tels que

2,1 1Z] +).QV2 +A,3V3 = O]Kn.
Que dire alors des coefficients A1, A2, A3 ? Supposons que A4 # 0. Dans ce cas, on

peut écrire v = —%vz — %m ce qui entraine en particulier que vy, v» et v sont

coplanaires : CONTRADICTION. De méme, on ne peut pas avoir A, # 0 ou A3 # 0.

On a donc montré que si vy, Vo, v3 ne sont pas coplanaires, on a pour tout
a'1 72’27 2’3 € ]I<v

11 %] +12V2+A3V3 =0]R3 =>l1 =).2 =l3 =0.
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Familles libres et liées

Les deux études précédentes nous conduisent naturellement a introduire les notions

ci-dessous:
Soient n > 1 un entier et (v4,..., v,) une famille de vecteurs de IK". On dit que
(v4,...,Vp) forme une famille libre de IK” lorsque pour chaque 41,...,4, € K, ona

l1V1+...+2,pr=0]Kn=>),1=...=),p=0.
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Familles libres et liées

Les deux études précédentes nous conduisent naturellement a introduire les notions
ci-dessous:
Définition (Famille libre-famille liée)
Soient n > 1 un entier et (v4,..., v,) une famille de vecteurs de IK". On dit que
(v4,...,Vp) forme une famille libre de IK” lorsque pour chaque 41,...,4, € K, ona

2,1V1+...+2,pr=0]Kn:>),1 =...=),p=0.

Dans le cas contraire, c'est-a-dire lorsqu'’il existe A4, ... ,7Lp € K non tous nuls tels
que
2,1 Vi+. ..+}Lpr = O]Kn7

on dit que (v4,..., Vp) forme une famille liée de IK".
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Familles libres et liées

Les deux études précédentes nous conduisent naturellement a introduire les notions
ci-dessous:
Définition (Famille libre-famille liée)
Soient n > 1 un entier et (v4,..., v,) une famille de vecteurs de IK". On dit que
(v4,...,Vp) forme une famille libre de IK” lorsque pour chaque 41,...,4, € K, ona

2,1V1+...+2,pr=0]Kn:>)L1 =...=),p=0.

Dans le cas contraire, c'est-a-dire lorsqu'’il existe A4, ... ,7Lp € K non tous nuls tels
que
}{,1 Vi+. ..+}Lpr = O]Kn7

on dit que (v4,..., Vp) forme une famille liée de IK".

La notion de famille liée étend donc les concepts de colinéarité et de coplanarité.
Dans la littérature, une famille libre est souvent appelée "famille linéairement
indépendante".
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La liberté par les systéemes linéaires

On pose u=(1,0,1), v=(0,1,0) et w=(0,1,1). On va montrer que la famille (u, v, w)
est libre dans K3,
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La liberté par les systemes linéaires

On pose u=(1,0,1), v=(0,1,0) et w=(0,1,1). On va montrer que la famille (u, v, w)
est libre dans K3,

Rédaction type. Soient 11,1, 43 € K tels que

A1U+A,2V+A3W=O]K3.

On veut établir que Ay = Ap = A3 = 0.
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La liberté par les systemes linéaires

On pose u=(1,0,1), v=(0,1,0) et w=(0,1,1). On va montrer que la famille (u, v, w)
est libre dans K3,

Rédaction type. Soient 11,1, 43 € K tels que
AMu+Apv+Agw = Os.
On veut établir que Ay = Ap = A3 = 0. Légalité ci-dessus s’écrit
21(1,0,1) + 22(0,1,0) + 43(0,1,1) = (0,0,0)

ou encore
(1,22 + A3, A1 + A3) = (0,0,0).
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La liberté par les systemes linéaires

On pose u=(1,0,1), v=(0,1,0) et w=(0,1,1). On va montrer que la famille (u, v, w)
est libre dans K3,
Rédaction type. Soient 11,1, 43 € K tels que

)1,1U+A,2V+A3W=O]K3.
On veut établir que Ay = Ap = A3 = 0. Légalité ci-dessus s’écrit
zf1(17071)+z’2(03170)"'}1’3(07171) = (00~O)

ou encore
(1,22 + A3, A1 + A3) = (0,0,0).

On aboutit donc a un systéme linéaire

A =0
Ao+A3=0
M+A3=0

donc la résolution est immédiate et donne A1 = Ao = A3 = 0. En conclusion, la famille
(u, v, w) est libre dans K3.

58



Commentaires et erreurs classiques

® La phrase en rouge dans le transparent précédent est FONDAMENTALE.
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Commentaires et erreurs classiques

® La phrase en rouge dans le transparent précédent est FONDAMENTALE.

o |l n'y a PAS BESOIN de faire appel au symbole "=-" d'implication dans la rédaction.
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Commentaires et erreurs classiques

® La phrase en rouge dans le transparent précédent est FONDAMENTALE.
o |l n'y a PAS BESOIN de faire appel au symbole "=-" d'implication dans la rédaction.

® Onpose vy =..., o = ... et vp =.... On va montrer que la famille (vy,...,vp) est libre
dans K".

ERREUR CLASSIQUE N1 : "Soient A1, ..., 4, € K. Montrons que
M vy +...+lpr=O]Kn." (3)

CECI NE CORRESPOND PAS A LA NOTION DE FAMILLE LIBRE OU LIEE. DE
PLUS, LEGALITE (3) N'A EN GENERAL PAS LIEU DES LORS QUE LUN DES
VECTEURS IMPLIQUES EST NON NUL.
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o |l n'y a PAS BESOIN de faire appel au symbole "=-" d'implication dans la rédaction.

® Onpose vy =..., o = ... et vp =.... On va montrer que la famille (vy,...,vp) est libre
dans K".

ERREUR CLASSIQUE N1 : "Soient A1, ..., 4, € K. Montrons que
M vy +...+lpr=O]Kn." (3)

CECI NE CORRESPOND PAS A LA NOTION DE FAMILLE LIBRE OU LIEE. DE
PLUS, LEGALITE (3) N'A EN GENERAL PAS LIEU DES LORS QUE LUN DES
VECTEURS IMPLIQUES EST NON NUL.

ERREUR CLASSIQUE N2 : On va montrer que (vy, v2) est libre dans IK” et que
(v3, v4) est libre dans K"....
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Comment établir une liaison ?

Soient u=(1,2,3), v=(3,1,2) et w = (—3,4,5) trois vecteurs de K. Montrer que
(u,v,w) est liée.
Sans relation de liaison évidente, on peut procéder comme suit :
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Comment établir une liaison ?

Soient u=(1,2,3), v=(3,1,2) et w = (—3,4,5) trois vecteurs de K. Montrer que
(u,v,w) est liée.
Sans relation de liaison évidente, on peut procéder comme suit :
Analyse. Fixons pour un moment 44,12, A3 € K tels que
A1U+12V+},3W= OIK3'
Il vient
M+34—343=0 (1)
2M +Ao+4A3=0 (2
32‘1 +2&2 +5k3 =0
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Comment établir une liaison ?

Soient u=(1,2,3), v=(3,1,2) et w = (—3,4,5) trois vecteurs de K. Montrer que
(u,v,w) est liée.

Sans relation de liaison évidente, on peut procéder comme suit :

Analyse. Fixons pour un moment 44,12, A3 € K tels que

11U+12V+2,3W=01K3.

Il vient
A +342—3A3=0 (1)

2M +Ao+4A3=0 (2
32‘1 +2&2 +5k3 =0

En effectuant 2 x (1) — (2) on obtient Ao = 243. Cette derniére égalité combinée a (1)
donne Ay = —3A43.

Synthése. Avec le choix de A3 = 1, I'analyse ci-dessus nous conduit a poser A1 = —3
et Ap = 2. |l reste a vérifier que

—3.u+2.v+1.w=0s,

pour observer que (u, v, w) est liée.
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Conséquences de la définition

® Lordre des vecteurs ne change pas le caractére lié ou libre.
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® Une famille a 1 élément est libre si et seulement si cet élément est non nul.
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® Lordre des vecteurs ne change pas le caractére lié ou libre.
® Une famille a 1 élément est libre si et seulement si cet élément est non nul.

® Une famille qui contient le vecteur nul est liée.

Démonstration. C’est une application directe de la définition de famille libre/liée. m

61



Conséquences de la définition

® Lordre des vecteurs ne change pas le caractére lié ou libre.
® Une famille a 1 élément est libre si et seulement si cet élément est non nul.

® Une famille qui contient le vecteur nul est liée.

Démonstration. C’est une application directe de la définition de famille libre/liée. m

Remarque. Le deuxieme point conduit naturellement a s’intéresser aux familles libres
possédant le plus grand nombre d’éléments possible.
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Une caractérisation des familles liées

On énonce et démontre maintenant une importante caractérisation des familles liées.
Proposition
Soit n > 1 un entier. Une famille de vecteurs de K" est liée si et seulement si 'un
des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres.
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Une caractérisation des familles liées

On énonce et démontre maintenant une importante caractérisation des familles liées.

Proposition
Soit n > 1 un entier. Une famille de vecteurs de K" est liée si et seulement si 'un

des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Soit .# = (vy, ...,
=, Supposons que .7 soit liée. Il existe A1, ..., A, € IK non tous nuls tels que

Zf;1)Lj\/j=0]I<n. Avec k € {1,...,p} tel que A #0,0n a

Vg = _A'k ZA'/V/
JEL

Ceci donne la propriété attendue.
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On énonce et démontre maintenant une importante caractérisation des familles liées.
Proposition
Soit n > 1 un entier. Une famille de vecteurs de K" est liée si et seulement si 'un
des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Soit . = (vy,..., V) une famille de K”.
=, Supposons que .7 soit liée. Il existe A1, ..., A, € IK non tous nuls tels que
Z}L Ajv;=0kn. Avec k € {1,...,p} tel que A, #0, 0on a

Vg = —1;1 ZA'/V/

j#k

Ceci donne la propriété attendue.
<, Supposons qu'il existe k € {1,...,p} et des scalaires A1,..., Ak—1,Aks1,..., Ap
tels que vk = ¥ ;24 A4;v;. On a tout de suite

Tvg — Z)L/V/ =0kn

j#k

et ceci nous dit que .7 est liée. |
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Une caractérisation des familles liées

On énonce et démontre maintenant une importante caractérisation des familles liées.
Proposition
Soit n > 1 un entier. Une famille de vecteurs de K" est liée si et seulement si 'un
des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres.

Démonstration. Soit . = (vy,..., V) une famille de K”.
=, Supposons que .7 soit liée. Il existe A1, ..., A, € IK non tous nuls tels que
Z}L Ajv;=0kn. Avec k € {1,...,p} tel que A, #0, 0on a

Vg = —1;1 ZA'/V/

j#k

Ceci donne la propriété attendue.
<, Supposons qu'il existe k € {1,...,p} et des scalaires A1,..., Ak—1,Aks1,..., Ap
tels que vk = ¥ ;24 A4;v;. On a tout de suite

Tvg — Z)L/V/ =0kn

j#k

et ceci nous dit que .7 est liée. |

Exemple. La famille ((1,2,3),(4,5,6),(—2,—1,0)) est liée car
(—2,-1,0)=2(1,2,3) — (4,5,6). e



Sous-famille, sur-famille

Soit n > 1 un entier fixé. Considérons une famille .7 = (v1,..., vp) de vecteurs de K"
avec p > 1 entier. En introduisant I'ensemble K := {1,...,p}, on peut noter . de
maniére condensée :

F=(Va,. .5 Vp) = (Vikek -
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Sous-famille, sur-famille

Soit n > 1 un entier fixé. Considérons une famille .7 = (v1,..., vp) de vecteurs de K"
avec p > 1 entier. En introduisant I'ensemble K := {1,...,p}, on peut noter . de
maniére condensée :

F=(Va,. .5 Vp) = (Vikek -
® On appelle sous-famille (non vide) de .% toute famille de vecteurs de K" de la
forme
(\/j1 ey vj,)

avec r > 1 entier, ji,....jr € {1,...,p}etjs <jp <...<jr
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forme
(Vf1 EA Vlr)

avec r > 1 entier, ji,....jr € {1,...,p}etjs <jp <...<jr

® On appelle sur-famille de .# dans K" toute famille . de K" telle que .% soit une
sous-famille de .7
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Sous-famille, sur-famille

Soit n > 1 un entier fixé. Considérons une famille .7 = (v1,..., vp) de vecteurs de K"
avec p > 1 entier. En introduisant I'ensemble K := {1,...,p}, on peut noter . de
maniére condensée :

F=(Va,. .5 Vp) = (Vikek -
® On appelle sous-famille (non vide) de .% toute famille de vecteurs de K" de la
forme
(Vf1 EA Vlr)

avec r > 1 entier, ji,....jr € {1,...,p}etjs <jp <...<jr

® On appelle sur-famille de .# dans K" toute famille . de K" telle que .% soit une
sous-famille de .7

Exemple. Soit .Z = ((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)) une famille de trois vecteurs de IRS.

* La famille %1 = ((1,2,3),(7,8,9)) est une sous-famille de .%

1,2,3),(1,2,3),(7,8,9)) n'est pas une sous-famille de .%.

1,2,3),(7, e, V/2),(4,5,6).(7.8,9)) est une sur-famille de .%.
), (1,

1,2,3),(1,2,3), (7, e, V2),(4,5,6),(7,8,9)) est une sur-famille

(
* La famille % = (
* Lafamille %3 = (

(

= = ==

* Lafamille .%4 =
de 7.
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Sur-famille d’une famille liée

Le caractere lié d’'une famille se propage a n'importe laquelle de ses sur-familles.
Plus précisément :

Proposition
Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
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Sur-famille d’une famille liée

Le caractere lié d’'une famille se propage a n'importe laquelle de ses sur-familles.
Plus précisément :

Proposition

Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Démonstration. Soit .7 = (vy,..., V) une famille liée & p éléments (avec p > 1) de
K" (avec n > 1). Soit .’ une sur-famille de .%. Puisque le caractére lié d’'une famille
ne dépend pas de 'ordre des vecteurs constituant la famille, on peut supposer que
F'! s’écrit pour un entier r > 0

/

n
F = (V1. Vp, Vprds o, Vpir)  AVEC Vpud, ..., Vpir € K.

64



Sur-famille d’une famille liée

Le caractere lié d’'une famille se propage a n'importe laquelle de ses sur-familles.
Plus précisément :

Proposition
Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Démonstration. Soit .7 = (vy,..., V) une famille liée & p éléments (avec p > 1) de
K" (avec n > 1). Soit .’ une sur-famille de .%. Puisque le caractére lié d’'une famille
ne dépend pas de 'ordre des vecteurs constituant la famille, on peut supposer que
F'! s’écrit pour un entier r > 0

F' = (Vi, e, Vpy Vpsty - oy Vpsr)  @VEC Vi1, ..., Vpur € K.
Le fait que .# soit liée donne (par définition) A1, ..., A, € IK non tous nuls tels que
AMvi+...+ ApVp = Ogn.
Avec Ap,q :=0,..., Ap.r =0, On peut écrire

11 17 +...+lpr+lp+1 Vp+1 +...+lp+,Vp+r = O]Kn.
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Sur-famille d’une famille liée

Le caractere lié d’'une famille se propage a n'importe laquelle de ses sur-familles.
Plus précisément :
Proposition

Toute sur-famille d’une famille liée est liée.

Démonstration. Soit .7 = (vy,..., V) une famille liée & p éléments (avec p > 1) de
K" (avec n > 1). Soit .’ une sur-famille de .%. Puisque le caractére lié d’'une famille
ne dépend pas de 'ordre des vecteurs constituant la famille, on peut supposer que
F'! s’écrit pour un entier r > 0

F' = (Vi, e, Vpy Vpsty - oy Vpsr)  @VEC Vi1, ..., Vpur € K.
Le fait que .# soit liée donne (par définition) A1, ..., A, € IK non tous nuls tels que
11 Vi+. .,+lpr = O]Kn.
Avec Ap,q :=0,..., Ap.r =0, On peut écrire
MVt -+ + ApVp+ Apst Vot + -+ AparVpsr = Okn.

Lundes A; (avec i € {1,...,r}) dans la combinaison linéaire ci-dessus étant non nul,
nous déduisons que .#' = (vy,..., Vp+r) est liée. u
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Sous-famille d’'une famille libre

Dans la ligne du résultat précédent, on a :

Proposition
Toute sous-famille d’'une famille libre est libre.

Démonstration. Soit .7 = (vy,..., V) une famille libre & p éléments (avec p > 1) de
K" (avec n > 1). Soit %’ une sous-famille de .%. Puisque le caractére libre d’'une
famille ne dépend pas de l'ordre des vecteurs constituant la famille, on peut supposer
que .Z#' s’écrit

F'=(wn,...,v) avecr <p.
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Sous-famille d’'une famille libre

Dans la ligne du résultat précédent, on a :

Proposition
Toute sous-famille d’'une famille libre est libre.

Démonstration. Soit .7 = (vy,..., V) une famille libre & p éléments (avec p > 1) de
K" (avec n > 1). Soit %’ une sous-famille de .%. Puisque le caractére libre d’'une
famille ne dépend pas de l'ordre des vecteurs constituant la famille, on peut supposer
que .Z#' s’écrit

F'=(wn,...,v) avecr <p.
Soient 44,...,A, € Ktels que

11 Vi+.. .+),rVr = O]Kn.

Avec A1 :=0,...,A4p=0,0na

11 V4 +~-~+err+lr+1 Vit +...+lpr=0]Kn.
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Sous-famille d’'une famille libre

Dans la ligne du résultat précédent, on a :

Proposition
Toute sous-famille d’'une famille libre est libre.

Démonstration. Soit .7 = (vy,..., V) une famille libre & p éléments (avec p > 1) de
K" (avec n > 1). Soit %’ une sous-famille de .%. Puisque le caractére libre d’'une
famille ne dépend pas de l'ordre des vecteurs constituant la famille, on peut supposer
que .Z#' s’écrit
F'=(wn,...,v) avecr <p.
Soient 44,...,A, € Ktels que
11 Vi+.. .+),rVr = O]Kn.
Avec A1 :=0,...,A4p=0,0na
11 Vi+.. ~+err+lr+1 Vig1 +.. .+),pr = O]Kn.
Le fait que .# soit libre donne
M=...=A=Ay1=...=4p=0.

On conclut que .Z' = (v4,...,v;) est libre. (]
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Enrichir une famille libre

En général, une sur-famille d’'une famille libre peut étre liée ou libre. On donne ici une
condition suffisante (et méme nécessaire...) assurant la liberté d’'une sur-famille.
Proposition

Soient n > 1 un entier, (v4,..., Vp) une famille libre de K" et u € IK”. Si

u ¢ vect{vy,...,Vp}, alors la sur-famille (v4,..., vp, u) est libre.
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Enrichir une famille libre

En général, une sur-famille d’'une famille libre peut étre liée ou libre. On donne ici une
condition suffisante (et méme nécessaire...) assurant la liberté d’une sur-famille.

Proposition

Soient n > 1 un entier, (v4,..., Vp) une famille libre de K" et u € IK”. Si

u ¢ vect{vy,...,Vp}, alors la sur-famille (v4,..., vp, u) est libre.

Démonstration. Supposons que (vi,..., Vp) soit libre. Soient 41,...,4p,A € K tels
que Yf 4 Ajvj+Au =0kn. Si A # 0, on contredit Inclusion u € K"\ vect{w, ..., vp}.

Onadonc A =0. ll reste a utiliser le caractére libre de (v4,...,vp) pour conclure.  m
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Enrichir une famille libre

En général, une sur-famille d’'une famille libre peut étre liée ou libre. On donne ici une
condition suffisante (et méme nécessaire...) assurant la liberté d’'une sur-famille.
Proposition

Soient n > 1 un entier, (v4,..., Vp) une famille libre de K" et u € IK”. Si

u ¢ vect{vy,...,Vp}, alors la sur-famille (v4,..., vp, u) est libre.

Démonstration. Supposons que (vi,..., Vp) soit libre. Soient 41,...,4p,A € K tels
que 2;11 Ajvj+Au=0gn. Si A # 0, on contredit I'nclusion u € K"\ vect{vy,...,vp}.
Onadonc A =0. ll reste a utiliser le caractére libre de (v4,...,vp) pour conclure.  m

Exemple. n=3, p=2, v; =(1,0,0) et vo = (0,1,0). Il est clair que (v, v2) est une
famille libre de IK® et que v3 := (1,1,1) & vect{vy, v»}. Par application du résultat

ci-dessus, nous savons que (vy, va, v3) est une famille libre. 66



Une inégalité a retenir

Le résultat suivant est fondamental : il exprime que dans un s.e.v. engendré par p
vecteurs, il N’y a pas de famille libres possédant strictement plus de p vecteurs.
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Une inégalité a retenir

Le résultat suivant est fondamental : il exprime que dans un s.e.v. engendré par p
vecteurs, il N’y a pas de famille libres possédant strictement plus de p vecteurs.
Proposition

Soient n > 1 un entier, (v1,...,Vp) une famille de K". Toute famille libre de
vect{vy,...,Vp} estde cardinal (i.e., a un nombre d'éléments) < p.
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Une inégalité a retenir

Le résultat suivant est fondamental : il exprime que dans un s.e.v. engendré par p
vecteurs, il N’y a pas de famille libres possédant strictement plus de p vecteurs.
Proposition

Soient n > 1 un entier, (v1,...,Vp) une famille de K". Toute famille libre de
vect{vy,...,Vp} estde cardinal (i.e., a un nombre d'éléments) < p.

Démonstration. Posons F = vect{vi,...,Vp}. Soit (u1,.. ., Ug) une famille libre de F.
Par I'absurde, supposons que q > p. On peut écrire

p
w =Y Ay, pour un certain (As,..., ) € KP.
=
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Par I'absurde, supposons que q > p. On peut écrire

p
w =Y Ay, pour un certain (As,..., ) € KP.
=

Puisque uy # Okn, on peut supposer (quitte & réindexer) A4 # 0. D’aprés le résultat
“Remplacement d’'un générateur”, on a

F =vect{ui,vo,...,Vp}.
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Une inégalité a retenir

Le résultat suivant est fondamental : il exprime que dans un s.e.v. engendré par p
vecteurs, il N’y a pas de famille libres possédant strictement plus de p vecteurs.

Proposition

Soient n > 1 un entier, (v1,...,Vp) une famille de K". Toute famille libre de
vect{vy,...,Vp} estde cardinal (i.e., a un nombre d'éléments) < p.

Démonstration. Posons F = vect{vi,...,Vp}. Soit (u1,.. ., Ug) une famille libre de F.
Par I'absurde, supposons que q > p. On peut écrire

p
w =Y Ay, pour un certain (As,..., ) € KP.
=

Puisque uy # Okn, on peut supposer (quitte & réindexer) A4 # 0. D’aprés le résultat
“Remplacement d’'un générateur”, on a

F =vect{ui,vo,...,Vp}.

En itérant le procédé (& travers p étapes), on obtient que (uy, ..., Up) est génératrice
de F. En particulier, la famille (u1,. .., up, Up.1) est liée et ceci est contradictoire. |
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e Puisque IR® = vect {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, toute famille liore de IR® est
nécessairement de cardinal < 3.
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e Puisque IR® = vect {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, toute famille liore de IR® est
nécessairement de cardinal < 3.

® Le résultat précédent s'étend tout de suite & K" avec n > 1 : toute famille libre de
K™ a au plus n éléments.
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e Puisque IR® = vect {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, toute famille liore de IR® est
nécessairement de cardinal < 3.

® Le résultat précédent s'étend tout de suite & K" avec n > 1 : toute famille libre de
K™ a au plus n éléments.

o Les familles libres de F = vect{(1,2,3),(2,4,6)} sont de cardinal < 2. Mais comme
(2,4,6)=2(1,2,3),0na

F =vect{(1,2,3),(2,4,6)} = vect{(1,2,3)}.

Ainsi, les familles libres de F sont en fait de cardinal = 1.
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Organisation du Chapitre 1

® Les objectifs

® Structure vectorielle et sous-espaces vectoriels de K"
® Combinaisons linéaires, vect et familles génératrices
© Opérations sur les sous-espaces vectoriels

® Familles libres et liées

e Bases et dimension

© Applications linéaires
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Libre et génératrice

Nous allons maintenant caractériser les familles a la fois libre et génératrice.

Soient n > 1 un entier, F un s.e.v. de K" non nul et (by, ... ,bp) une famille de F a
p-éléments. Sont équivalentes :
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Libre et génératrice

Nous allons maintenant caractériser les familles a la fois libre et génératrice.

Soient n > 1 un entier, F un s.e.v. de K" non nul et (by, ... ,bp) une famille de F a
p-éléments. Sont équivalentes :
(a) La famille (b1, . . ., bp) est libre et génératrice de F;
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Libre et génératrice

Nous allons maintenant caractériser les familles a la fois libre et génératrice.

Proposition

Soient n > 1 un entier, F un s.e.v. de K" non nul et (by, ... ,bp) une famille de F a
p-éléments. Sont équivalentes :

(a) La famille (b1, . . ., bp) est libre et génératrice de F;

(b) Tout vecteur de F s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de
bi,...,bp, i.e., pour tout x € F, il existe un unique (11,...,4p) € KP tels que

p
N = Z Ak bk .

k=1
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Libre et génératrice

Nous allons maintenant caractériser les familles a la fois libre et génératrice.

Proposition

Soient n > 1 un entier, F un s.e.v. de K" non nul et (by, ... ,bp) une famille de F a
p-éléments. Sont équivalentes :

(a) La famille (b1, . . ., bp) est libre et génératrice de F;

(b) Tout vecteur de F s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de
bi,...,bp, i.e., pour tout x € F, il existe un unique (11,...,4p) € KP tels que

p
N = Z Ak bk .

k=1

La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) de R® est évidemment libre et génératrice.
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Soient n > 1 un entier, F un s.e.v. de K" non nul et (by, ... ,bp) une famille de F a
p-éléments. Sont équivalentes :

(a) La famille (b1, . . ., bp) est libre et génératrice de F;

(b) Tout vecteur de F s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de
bi,...,bp, i.e., pour tout x € F, il existe un unique (11,...,4p) € KP tels que

p
N = Z Ak bk .

k=1

La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) de R® est évidemment libre et génératrice.
Avec F =vect{(1,2,3),(2,4,6),(3,6,9)},on a
(3,6,9)=1.(3,6,9) = 1.(1,2,3) + 1.(2,4,6).
Ceci nous dit en particulier que ((1 ,2,3),(2,4,6), (3,679)) n'est pas libre.

70



Démonstration

Démonstration. (a) = (b) Soit u € F. Puisque (b4, ..., bp) est génératrice, on a
p
u=Y Ajb; pour un certain (A1,...,Ap) € KP.
j=1
Supposons que u = Zf=1 u;bj pour un (U, ..., 4p) € KP. En combinant
P
Z A‘j bj = O]Kn
J=1

avec la liberté de (by.,..., bp), on obtient u; — A; = 0 pour chaque j € {1,...,p}.
Lunicité voulue est établie.
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Démonstration

Démonstration. (a) = (b) Soit u € F. Puisque (b4, ..., bp) est génératrice, on a
P
u=Y Ajb; pour un certain (A1,...,Ap) € KP.
j=1
Supposons que u = Zf=1 u;bj pour un (U, ..., 4p) € KP. En combinant
P
Z A‘j bj = O]Kn
J=1

avec la liberté de (by.,..., bp), on obtient u; — A; = 0 pour chaque j € {1,...,p}.
Lunicité voulue est établie.
(b) = (a) Seule la liberté est a justifier. Soient 41,..., 4, € KP tels que

p
lebj =0kn.
j=1

I suffit de voir que Ok = 2 _1 0.b; et d'appliquer 'hypothése d’unicité donnée par (b)
pour obtenir A; = 0 pour chaque j € {1,...,p}. [
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Libre et génératrice = Base

On donne un nom aux familles libres et génératrices.

Définition (Base d’un s.e.v.)
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de KK". Toute famille libre et génératrice de F
est appelée une base de F.
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Libre et génératrice = Base

On donne un nom aux familles libres et génératrices.

Définition (Base d’un s.e.v.)

Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de KK". Toute famille libre et génératrice de F

est appelée une base de F.

Exemple. 7 = {(x,y,z) € R®: x+2y +3z = 0}. En écrivant pour tout (x, y, z) € R®
(X,y./Z) € (XJ’-,Z) = (—2}’—327}’:2) < (X7Y7Z) =,V(—2:170)+Z(—3=071)~,

on voit que ((72, 1,0),(—3,0, 1)) est une famille génératrice de &2. En remarquant
d’autre part que cette famille est libre (POURQUOI ?), on conclut que

((=2,1,0),(—8,0,1)) est une base de 2.

72



Base canonique de K"

Quels sont les s.e.v. qui admettent une base ?
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Base canonique de K"

Quels sont les s.e.v. qui admettent une base ?

Un premier élément de réponse : Soit n > 1 un entier.

* Le s.e.v. nul {Okn»} n'admet pas de base : il n'y a pas de famille libre contenant
Or-
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Base canonique de K"

Quels sont les s.e.v. qui admettent une base ?

Un premier élément de réponse : Soit n > 1 un entier.

* Le s.e.v. nul {Okn»} n'admet pas de base : il n'y a pas de famille libre contenant
Okr.
* Soit n > 1 un entier fixé. La famille constituée des vecteurs de K"

e1 :=(1,0,...,0),e2 :=(0,1,0,...,0),...,e,:=(0,...,0,1)

est évidemment (POURQUOI ?) génératrice et libre de IK” : c’est donc une
base, appelée base canonique de K”.
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Base canonique de K"

Quels sont les s.e.v. qui admettent une base ?

Un premier élément de réponse : Soit n > 1 un entier.

* Le s.e.v. nul {Okn»} n'admet pas de base : il n'y a pas de famille libre contenant
Okr.
* Soit n > 1 un entier fixé. La famille constituée des vecteurs de K"

e1 :=(1,0,...,0),e2 :=(0,1,0,...,0),...,e,:=(0,...,0,1)

est évidemment (POURQUOI ?) génératrice et libre de IK” : c’est donc une
base, appelée base canonique de K”.

Ceci conduit naturellement & s’interroger sur le nombre d’éléments d’une base de K”.
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Nombre d’éléments d’une base de K"

Proposition

Soit n > 1 un entier. Ont lieu :

(a) Toute famille libre de IK" contient au plus n-vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de K" posséde au moins n-vecteurs.
(c) Toute base de K" posséde exactement n-vecteurs.
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Nombre d’éléments d’une base de K"

Proposition

Soit n > 1 un entier. Ont lieu :

(a) Toute famille libre de IK" contient au plus n-vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de K" posséde au moins n-vecteurs.
(c) Toute base de K" posséde exactement n-vecteurs.

Démonstration. (c) est une conséquence directe de (a) et de (b). Notons (e, ..., en)
la base canonique de K”.
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Nombre d’éléments d’une base de K"

Proposition

Soit n > 1 un entier. Ont lieu :

(a) Toute famille libre de IK" contient au plus n-vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de K" posséde au moins n-vecteurs.
(c) Toute base de K" posséde exactement n-vecteurs.

Démonstration. (c) est une conséquence directe de (a) et de (b). Notons (e, ..., en)
la base canonique de K”.
(a) Soit .Z = (v4,...,Vp) une famille libre de IK" a p-éléments. Légalité

K" = vect{ey,...,en}

combinée a la proposition liant le cardinal d’'une famille libre et d’'une famille
génératrice, nous dit que p < n.
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Nombre d’éléments d’une base de K"

Proposition

Soit n > 1 un entier. Ont lieu :

(a) Toute famille libre de IK" contient au plus n-vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de K" posséde au moins n-vecteurs.
(c) Toute base de K" posséde exactement n-vecteurs.

Démonstration. (c) est une conséquence directe de (a) et de (b). Notons (e, ..., en)
la base canonique de K”.
(a) Soit F = (vy,...,Vp) une famille liore de K" a p-éléments. Légalité

K" = vect{ey,...,en}

combinée a la proposition liant le cardinal d’'une famille libre et d’'une famille
génératrice, nous dit que p < n.
(b) Soit .F = (v4,..., Vp) une famille génératrice de IK”. Le fait que (e, ..., e,) soit

une famille libre de K" = vect{v1,...,Vvp} nous permet d’appliquer la méme
proposition que ci-dessus et d’aboutir a n < p. ]
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® La famille ((1 ,2,3),(4,5,6)) étant de cardinal 2, elle n’est pas génératrice de R3,
i.e.,
vect{(1,2,3),(4,5,6)} # R®.
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® La famille ((1 ,2,3),(4,5,6)) étant de cardinal 2, elle n’est pas génératrice de R3,
i.e.,
vect{(1,2,3),(4,5,6)} # R®.

e La famille de R® ((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9),(10,11,12)) n'est pas libre car elle
contient 4 éléments.
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Base incomplete - Extraction d’'une base

Le théoréme suivant dit d’'une part que toute famille libre se compléte en une base et
d’autre part que toute famille génératrice contient une base. Plus précisément :

Théoreme
Soient n > 1 un entier, F un sous-espace vectoriel non nul de K" et (v4,...,vp) une
famille de vecteurs de F. Ont lieu :
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Base incomplete - Extraction d’'une base

Le théoréme suivant dit d’'une part que toute famille libre se compléte en une base et
d’autre part que toute famille génératrice contient une base. Plus précisément :

Théoreme
Soient n > 1 un entier, F un sous-espace vectoriel non nul de K" et (v4,...,vp) une
famille de vecteurs de F. Ont lieu :

(@) Si (vy,...,Vvp) est libre et n'est pas une base de F, il existe vp.1,...,V, € F tels
que (Vy,...,Vps1,-.., Vr) SOit une base de F.
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Base incomplete - Extraction d’'une base

Le théoréme suivant dit d’'une part que toute famille libre se compléte en une base et
d’autre part que toute famille génératrice contient une base. Plus précisément :
Théoréme

Soient n > 1 un entier, F un sous-espace vectoriel non nul de K" et (v4,...,vp) une
famille de vecteurs de F. Ont lieu :

(@) Si (vy,...,Vvp) est libre et n'est pas une base de F, il existe vp.1,...,V, € F tels
que (Vy,...,Vps1,-.., Vr) SOit une base de F.
(b) Si (v1,...,Vvp) est génératrice de F, alors il existe des entiers

1<ji <jp<...<jr<ptelsque (v,...,V;) soit une base de F.
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Base incomplete : la démonstration

(a) Supposons que (v1,..., Vp) soit libre et ne soit pas une base de F. Notons .7
I'ensemble des familles libres de IK” incluses dans F. Pour chaque entier k > 1, on
définit % comme I'ensemble des sur-familles de (v1, ..., Vp) de la forme
(V1,..., Vo, Vpsts ooy Vpik) QVEC Vpid, ..., Vprk € F. Posons

.Q::{kEN*Z,Vkﬂyi@}.
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Base incomplete : la démonstration

(a) Supposons que (v1,..., Vp) soit libre et ne soit pas une base de F. Notons .7
I'ensemble des familles libres de IK” incluses dans F. Pour chaque entier k > 1, on
définit % comme I'ensemble des sur-familles de (v1, ..., Vp) de la forme
(V1,..., Vo, Vpsts ooy Vpik) QVEC Vpid, ..., Vprk € F. Posons

.Q::{kEN*Z,Vkﬂyi@}.

Puisque (vy,...,Vp) n'est pas une famille génératrice de F, on peut choisir
Vpi1 € F\vect{vy,...,vp} # 0. D'aprés le résultat d’enrichissement d'une famille
libre, ona (vq,...,Vps1) € F,i.e., 1€ Q #0. Dautre part, 'ensemble Q est majoré

par n puisque toute famille libre de IK” est au plus de cardinal n.
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Base incomplete : la démonstration

(a) Supposons que (v1,..., Vp) soit libre et ne soit pas une base de F. Notons .7
I'ensemble des familles libres de IK” incluses dans F. Pour chaque entier k > 1, on
définit % comme I'ensemble des sur-familles de (v1, ..., Vp) de la forme
(V1,..., Vo, Vpsts ooy Vpik) QVEC Vpid, ..., Vprk € F. Posons

.Q::{kEN*Zykﬂyi@}.

Puisque (vy,...,Vp) n'est pas une famille génératrice de F, on peut choisir
Vpi1 € F\vect{vy,...,vp} # 0. D'aprés le résultat d’enrichissement d'une famille
libre, ona (vq,...,Vps1) € F,i.e., 1€ Q #0. Dautre part, 'ensemble Q est majoré

par n puisque toute famille libre de IK” est au plus de cardinal n.

Lensemble Q2 est donc non vide et majoré, il admet un plus grand élément, noté K. Il
existe alors Vp,1, ..., Vpik € F tels que la famille (v1,...,Vvp, ..., Vpik) € Z. Cette
famille est génératrice car dans le cas contraire, on aurait K+ 1 € Q et ceci
contredirait le fait que K est le plus grand élément de 2. Ceci termine la
démonstration de (a).
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Extraction d’une base : la démonstration

(b) Supposons que (v1,..., Vp) soit une famille génératrice de F. Notons &
I'ensemble des familles génératrices de F. Pour chaque entier k > 1, notons %k
I'ensemble des sous-familles de (v1,.. ., Vvp) de cardinal k. Considérons I'ensemble

={keN*: %Y #0}.
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Extraction d’une base : la démonstration

(b) Supposons que (v1,..., Vp) soit une famille génératrice de F. Notons &
I'ensemble des familles génératrices de F. Pour chaque entier k > 1, notons %k
I'ensemble des sous-familles de (v1,.. ., Vvp) de cardinal k. Considérons I'ensemble

={keN*: %Y #0}.

Cet ensemble I" est non vide puisque p € I". Il s’ensuit que I" admet un plus petit
élément noté K. On dispose donc d’une famille génératrice de F de cardinal K.
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Extraction d’une base : la démonstration

(b) Supposons que (v1,..., Vp) soit une famille génératrice de F. Notons &
I'ensemble des familles génératrices de F. Pour chaque entier k > 1, notons %k
I'ensemble des sous-familles de (v1,.. ., Vvp) de cardinal k. Considérons I'ensemble

I={keN":%N9 +0}.
Cet ensemble I" est non vide puisque p € I". Il s’ensuit que I" admet un plus petit
élément noté K. On dispose donc d’une famille génératrice de F de cardinal K.

Cette famille est libre car dans le cas contraire, 'un des v1,..., vk serait combinaison
linéaire des autres et le résultat de suppression d’'un générateur garantirait alors
I'existence d’une sous-famille de (v1,..., vk) a la fois de cardinal K — 1 et génératrice
de F. Ceci termine la démonstration de (b).
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Existence d’une base - Dimension

Nous pouvons maintenant répondre a la question posée plus-haut sur I'existence
d’'une base.

Théoreme
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de IK"” non nul. Ont lieu :
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Existence d’une base - Dimension

Nous pouvons maintenant répondre a la question posée plus-haut sur I'existence
d’'une base.

Théoreme
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de IK"” non nul. Ont lieu :

(a) Le s.e.v. F admet une base.
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Existence d’une base - Dimension

Nous pouvons maintenant répondre a la question posée plus-haut sur I'existence
d’'une base.

Théoreme

Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de K" non nul. Ont lieu :
(a) Le s.e.v. F admet une base.

(b) Toutes les bases de F ont le méme nombre d’éléments.
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Existence d’une base - Dimension

Nous pouvons maintenant répondre a la question posée plus-haut sur I'existence
d’'une base.
Théoreme

Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de IK"” non nul. Ont lieu :

(a) Le s.e.v. F admet une base.

(b) Toutes les bases de F ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. (a) On choisit un élément non nul u € F. La famille (u) est libre,

donc on peut la compléter en une base de F.

(b) C’est une conséquence directe de la proposition liant le cardinal d’'une famille libre

et celui d’une famille génératrice. [ ]
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Existence d’une base - Dimension

Nous pouvons maintenant répondre a la question posée plus-haut sur I'existence
d’'une base.

Théoreme
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de IK"” non nul. Ont lieu :

(a) Le s.e.v. F admet une base.

(b) Toutes les bases de F ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. (a) On choisit un élément non nul u € F. La famille (u) est libre,
donc on peut la compléter en une base de F.

(b) C’est une conséquence directe de la proposition liant le cardinal d’'une famille libre
et celui d’une famille génératrice. [ ]

Conséquence. Ceci nous dit en particulier que tout s.e.v. F de K" (avec n > 1
entier) s’écrit sous la forme
F=vect{vy,...,vp}

avec vq,...,vp € K"et0 <p<n.
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Coordonnées dans une base

Maintenant que nous savons que tout s.e.v. non nul de IK"” admet une base, nous en
sommes en mesure de définir la notion de coordonnées.

Définition (Coordonnées)

Soient n > 1 un entier, F un s.e.v. non nul de K", B = (fi,..., ) une base de F.
Pour chaque x € F, I'unique élément (xy,...,X,) € KP tel que
P
X = Z Xy fx.
k=1

est appelé vecteur des coordonnées de x dans la base f3.
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Coordonnées dans une base

Maintenant que nous savons que tout s.e.v. non nul de IK"” admet une base, nous en
sommes en mesure de définir la notion de coordonnées.

Définition (Coordonnées)

Soient n > 1 un entier, F un s.e.v. non nul de K", B = (fi,..., ) une base de F.
Pour chaque x € F, I'unique élément (xy,...,X,) € KP tel que
P
X = Z Xy fx.
k=1

est appelé vecteur des coordonnées de x dans la base f3.

Exemple. Soient f; = (1,2) et > = (3,4) deux vecteurs de R?. On vérifie sans
difficultés que B = (f;, ) est une base de R?. Le vecteur x = (0, 1) satisfait I'égalité

3 1
e —h
o1t

En termes de coordonnées, ceci revient a dire que x a pour coordonnées (g. ’71)
dans la base f3.
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Le point (a) du théoréme précédent nous a permis de définir la notion de
coordonnées dans un s.e.v. non nul. Le point (b) quant a lui nous permet de définir le

concept de dimension d’un s.e.v.

Définition (Dimension)
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. non nul de KK". Le nombre commun d’éléments

de toute base du s.e.v. F est noté dim F et est appelé |la dimension de F.

Par convention, le s.e.v. nul est de dimension 0.
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La dimension sur un exemple

Soit F le s.e.v. de K*

F={(x,y.z,) e K* i x+y+z+t=0}.
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La dimension sur un exemple

Soit F le s.e.v. de K*
F={(x,y.z,) e K* i x+y+z+t=0}.

Intuitivement. Nous pouvons exprimer I'une des 4 variables en fonction des trois
autres : on doit donc avoir 3 degrés de liberté. On conjecture dim F = 3.
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La dimension sur un exemple

Soit F le s.e.v. de K*
F={(x,y.z,) e K* i x+y+z+t=0}.

Intuitivement. Nous pouvons exprimer I'une des 4 variables en fonction des trois
autres : on doit donc avoir 3 degrés de liberté. On conjecture dim F = 3.
Preuve de la conjecture. On commence par chercher une famille génératrice de F.
Pour tout (x, y,z,t) € K* ona
(X7yaz7t) EFs (Xsyazvt) = (Xay7z7fxfyiz)
< (X7y727 t) = X(170107_1)+y(071707_1)+Z(070717_1)'
—— ——— ~———
=& =& =&

Les équivalences précédentes nous disent que

F=vect{&,&,&}.

D’autre part, on voit facilement que 8 = ({1, &2, E3) est libre. La famille 8 est donc une
base de F, en particulier
dimF = 3.
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Dimension d’un hyperplan

Soient n > 1 un entier, aj, ..., a, € K. On suppose qu'il existe m € {1,...,n} tel que
am # 0. Lensemble H := {(x1,...,x,) € K" : Y7_; axxx = 0} est un hyperplan de K".

Nous allons donner une base de H et en déduire en particulier que H est de
dimension n—1.

Commengons par noter que pour tout (x1,...,x,) € K", on a
H — . 71
(X17-~~~,Xn)€ <:>(X17'~'axﬂ)_(X1~,"'7Xm*1a am Ak Xicy Xma1 5 -« + 5 Xn)
k#m

1
S (X1,.-.,Xp) = Z Xk €k — Z 8 akXkem

k#m k#m
—1
S (X1, Xn) = Y Xk(ex — ap' akem).
k#m

Nous disposons alors d’une famille génératrice a n— 1 éléments de H puisque

H=vect{ex—ap akem:k € {1,...,n}\ {m}}.
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Nous allons établir que cette famille est libre et donc une base. Soient
(/lk)ke{u...,n}\{m} une famille d’éléments de K telle que

1
Y Ak(ek —an,' akem) = Oo.
k#+m

Il vient tout de suite
—1
E Akex = ( E Ak@pm,' ak)em-

k#m k#m

Puisque em ¢ vect{ex : k # m}, on a (Lyxman a) = 0. On en arrive alors &
Y k+mAk€x = Okn. Il reste & invoquer le caractére libre de la famille (ex)xxm pour
aboutir & A¢ = 0 pour tout k # m.

On conclut que la famille étudiée est une base de H : en particulier, dimH=n—1. |

Remarque. On peut montrer que la réciproque est vraie, a savoir : tout sous-espace
vectoriel de IK” de dimension n— 1 est un hyperplan de K".
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Rang d’une famille de vecteurs

Nous allons nous intéresser a la dimension d’un vect.
Définition (Rang d’une famille)

Soient n > 1 un entier et (v4,..., vp) une famille de vecteurs de IK”. On appelle
rang de la famille (v4,...,vp), noté rg(vy,..., vp) la dimension du s.e.v.
vect{vq,...,vp}, e,

rg(v4,. .., Vp) ==dim vect{vy,...,vp}.
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Rang d’une famille de vecteurs

Nous allons nous intéresser a la dimension d’un vect.
Définition (Rang d’une famille)

Soient n > 1 un entier et (v4,..., vp) une famille de vecteurs de IK”. On appelle
rang de la famille (v4,...,vp), noté rg(vy,..., vp) la dimension du s.e.v.
vect{vq,...,vp}, e,

rg(v4,. .., Vp) ==dim vect{vy,...,vp}.

En remarquant que (7,8,9) = —(1,2,3) +2(4,5,6), on a
rg((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)) =1g((1,2,3),(4,5,6)) = 2.
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Rang d’une famille de vecteurs

Nous allons nous intéresser a la dimension d’un vect.
Définition (Rang d’une famille)

Soient n > 1 un entier et (v4,..., vp) une famille de vecteurs de IK”. On appelle
rang de la famille (v4,...,vp), noté rg(vy,..., vp) la dimension du s.e.v.
vect{vq,...,vp}, e,

rg(v4,. .., Vp) ==dim vect{vy,...,vp}.

® En remarquant que (7,8,9) = —(1,2,3) +2(4,5,6), on a
rg((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)) =1g((1,2,3),(4,5,6)) = 2.

® On pose Z = vect{b} pour un b € IK". Si b # 0, alors (b) est une base de ¥
et donc Z est de dimension 1. Attention : si b =0, alors Z = {0} estle s.e.v.
nul, donc de dimension 0.
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Rang d’une famille de vecteurs

Nous allons nous intéresser a la dimension d’un vect.
Définition (Rang d’une famille)

Soient n > 1 un entier et (v4,..., vp) une famille de vecteurs de IK”. On appelle
rang de la famille (v4,...,vp), noté rg(vy,..., vp) la dimension du s.e.v.
vect{vq,...,vp}, e,

rg(v4,. .., Vp) ==dim vect{vy,...,vp}.

® En remarquant que (7,8,9) = —(1,2,3) +2(4,5,6), on a
rg((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)) =1g((1,2,3),(4,5,6)) = 2.

® On pose Z = vect{b} pour un b € IK". Si b # 0, alors (b) est une base de ¥
et donc Z est de dimension 1. Attention : si b =0, alors Z = {0} estle s.e.v.
nul, donc de dimension 0.
® On pose & :=vect{by, by} pour deux vecteurs by, bo € K" donnés. Si (by, bo)
est libre, alors (b1, b2) est une base et donc & est de dimension 2. Attention :
Si (by, bp) est liée, la dimension est 0 ou 1.
85



Le nombre d’éléments d’un vect n’est pas toujours sa dimension !

Soit n > 1 un entier.
® Pour une famille quelconque (v, ..., vp) de K", on a toujours
rg(ve, ..., vp) < p.

Démonstration. Si F = vect{vy,...,Vp} = {0} l'inégalité ci-dessus est triviale.
Supposons donc F # {0}. La famille (v4,...,vp) étant génératrice de F, (b) du
théoréme de la base incompléte nous dit qu'il existe un entier r € {1,...,p}
1<ji<p<..<jr<ptelsque (vj,...,V;) soit une base de F. Il s’ensuit
rg(ve,...,vp)=r<p. ]
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Le nombre d’éléments d’un vect n’est pas toujours sa dimension !

Soit n > 1 un entier.
® Pour une famille quelconque (v, ..., vp) de K", on a toujours
rg(vi, ..., vp) < p.

Démonstration. Si F = vect{vy,...,Vp} = {0} l'inégalité ci-dessus est triviale.
Supposons donc F # {0}. La famille (v4,...,vp) étant génératrice de F, (b) du
théoréme de la base incompléte nous dit qu'il existe un entier r € {1,...,p}

1<ji<p<..<jr<ptelsque (vj,...,V;) soit une base de F. Il s’ensuit
rg(V1-,-~-7Vp):r§p- n

© Pour une famille libre (b1, ..., b,) de K", on a
rg(bi,..., bp) = p.
Démonstration. Si la famille (by, ..., bp) est libre, alors elle forme une base du

s.e.v. F=vect{by,...,bp}. Ce dernier est donc en particulier de dimension p. m
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Nombre d’éléments + Génératrice ou Libre = Base

Le résultat suivant a un aspect pratique intéressant.

Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de IK” de dimension p > 1. Ont lieu :
(a) Toute famille génératrice de F possede au moins p vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de F qui possede exactement p vecteurs est une base
de F.
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Nombre d’éléments + Génératrice ou Libre = Base

Le résultat suivant a un aspect pratique intéressant.

Proposition
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de IK” de dimension p > 1. Ont lieu :

(a) Toute famille génératrice de F possede au moins p vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de F qui possede exactement p vecteurs est une base
de F.

(c) Toute famille libre de F posséde au plus p vecteurs.

(d) Toute famille libre de F qui posséde exactement p vecteurs est une base de F.
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Nombre d’éléments + Génératrice ou Libre = Base

Le résultat suivant a un aspect pratique intéressant.

Proposition
Soient n > 1 un entier et F un s.e.v. de IK” de dimension p > 1. Ont lieu :

(a) Toute famille génératrice de F possede au moins p vecteurs.

(b) Toute famille génératrice de F qui possede exactement p vecteurs est une base
de F.

(c) Toute famille libre de F posséde au plus p vecteurs.

(d) Toute famille libre de F qui posséde exactement p vecteurs est une base de F.

Exemple d'utilisation. La famille § := ((1,2,3),(3,1,2),(2,3,1)) est-elle une base de
IR3 ? Puisque B a 3 éléments et que IR® est de dimension 3, le résultat ci-dessus
nous dit qu'il suffit de montrer que B est libore OU génératrice.
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Démonstration

Démonstration. (a) Soit (v4, ..., Vq) une famille génératrice de F. Puisque F admet
une base de cardinal p, il suffit d’exploiter la proposition liant le cardinal d’une famille
libre avec celui d’une famille génératrice pour aboutira p < q.
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Démonstration

Démonstration. (a) Soit (v4, ..., Vq) une famille génératrice de F. Puisque F admet
une base de cardinal p, il suffit d’exploiter la proposition liant le cardinal d’une famille
libre avec celui d’une famille génératrice pour aboutira p < q.

(b) Soit (v1,.. ., vp) une famille génératrice de F. Supposons par I'absurde que cette
famille soit liée. Dans ce cas, nous savons qu'il existe k € {1,...,p} tel que

vect{vy,...,Vp} = vect({vy,...,vp} \ {wk}).

Ainsi, F a une famille génératrice de cardinal < p et ceci contredit (a).
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Démonstration

Démonstration. (a) Soit (v4, ..., Vq) une famille génératrice de F. Puisque F admet
une base de cardinal p, il suffit d’exploiter la proposition liant le cardinal d’une famille
libre avec celui d’une famille génératrice pour aboutira p < q.

(b) Soit (v1,.. ., vp) une famille génératrice de F. Supposons par I'absurde que cette
famille soit liée. Dans ce cas, nous savons qu'il existe k € {1,...,p} tel que

vect{vy,...,Vp} = vect({vy,...,vp} \ {wk}).
Ainsi, F a une famille génératrice de cardinal < p et ceci contredit (a).

(¢) Soit (v1,...,vq) une famille libre de F. Puisque F admet une base de cardinal p, il
suffit d’exploiter la proposition liant le cardinal d’'une famille libre avec celui d’'une
famille génératrice pour aboutir a g < p.
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Démonstration

Démonstration. (a) Soit (v4, ..., Vq) une famille génératrice de F. Puisque F admet
une base de cardinal p, il suffit d’exploiter la proposition liant le cardinal d’une famille
libre avec celui d’une famille génératrice pour aboutira p < q.

(b) Soit (v1,.. ., vp) une famille génératrice de F. Supposons par I'absurde que cette
famille soit liée. Dans ce cas, nous savons qu'il existe k € {1,...,p} tel que

vect{vy,...,Vp} = vect({vy,...,vp} \ {wk}).
Ainsi, F a une famille génératrice de cardinal < p et ceci contredit (a).

(¢) Soit (v1,...,vq) une famille libre de F. Puisque F admet une base de cardinal p, il
suffit d’exploiter la proposition liant le cardinal d’'une famille libre avec celui d’'une
famille génératrice pour aboutir a g < p.

(d) Soit (v1,...,Vp) une famille liore de F. Par I'absurde, supposons que cette famille
ne soit pas génératrice. Dans ce cas, on a

vect{vy,...,vp} CF et vect{vy,...,vp} #F.

On peut donc choisir u € F tel que (vy,.. ., Vp, u) soit une famille libre de F et ceci
contredit (c). m
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Une conséquence fondamentale sur le rang

Du résultat précédent nous déduisons I'importante caractérisation du rang ci-dessous

Corollaire
Soient n > 1 un entier et (v4,...,Vp) une famille a p éléments de K". Alors,

rg(vy,...,Vp) =p sietseulementsilafamille (vq,...,vp)est libre.
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Une conséquence fondamentale sur le rang

Du résultat précédent nous déduisons I'importante caractérisation du rang ci-dessous

Corollaire
Soient n > 1 un entier et (v4,...,Vp) une famille a p éléments de K". Alors,
rg(vy,...,Vp) =p sietseulementsilafamille (vq,...,vp)est libre.

Démonstration. Notons F = vect{vy,..., Vp}. Par définition, rg(vy,.. ., vp) = dim F.
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Une conséquence fondamentale sur le rang

Du résultat précédent nous déduisons I'importante caractérisation du rang ci-dessous

Corollaire
Soient n > 1 un entier et (v4,...,Vp) une famille a p éléments de K". Alors,

rg(vy,...,Vp) =p sietseulementsilafamille (vq,...,vp)est libre.

Démonstration. Notons F = vect{vy,..., Vv, }. Par définition, rg(v4, ..., vp) =dimF.

=, Supposons rg(vy,...,Vp) = p, i.e., dimF = p. Alors, la famille (v1,...,vp) est une
famille de cardinal p, génératrice du s.e.v. F qui est de dimension p. La proposition
précédente nous dit alors que (vy, ..., Vp) est une base de F, en particulier libre.
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Une conséquence fondamentale sur le rang

Du résultat précédent nous déduisons I'importante caractérisation du rang ci-dessous

Corollaire
Soient n > 1 un entier et (v4,...,Vp) une famille a p éléments de K". Alors,

rg(vy,...,Vp) =p sietseulementsilafamille (vq,...,vp)est libre.

Démonstration. Notons F = vect{vy,..., Vp}. Par définition, rg(vy,.. ., vp) = dim F.

=, Supposons rg(vy,...,Vp) = p, i.e., dimF = p. Alors, la famille (v1,...,vp) est une
famille de cardinal p, génératrice du s.e.v. F qui est de dimension p. La proposition
précédente nous dit alors que (vy, ..., Vp) est une base de F, en particulier libre.

<, Si(v1,...,Vp) est libre, alors cette famille (qui est déja génératrice par définition
de F) est une base de F. On en déduit dim F = p. ]
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Inclusion et dimension

Nous ne savons pas encore si la notion de dimension est liée a l'inclusion : lorsque
deux s.e.v. vérifient F C G, a t-on nécessairement dimF < dim G ?
La réponse est "oui" comme le montre le résultat suivant :
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Inclusion et dimension

Nous ne savons pas encore si la notion de dimension est liée a l'inclusion : lorsque
deux s.e.v. vérifient F C G, a t-on nécessairement dim F <dim G ?
La réponse est "oui" comme le montre le résultat suivant :

Proposition
Soient n > 1 un entier, F et G deux sous-espaces vectoriels de K. On suppose

que F C G.

Alors, on a dim F < dim G. De plus, on a I'équivalence

dimF=dimnG< F = G.
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Inclusion et dimension

Nous ne savons pas encore si la notion de dimension est liée a l'inclusion : lorsque
deux s.e.v. vérifient F C G, a t-on nécessairement dim F <dim G ?
La réponse est "oui" comme le montre le résultat suivant :

Proposition
Soient n > 1 un entier, F et G deux sous-espaces vectoriels de K. On suppose

que F C G.

Alors, on a dim F < dim G. De plus, on a I'équivalence

dimF =dimG < F = G.
Remarque. Attention, I'hypothése F C G est essentielle. En effet, les s.e.v. R?
F={(x,y) ER?:2x+y =0} et G={(x,y) € R? : x — y =0} de R? vérifient

dim F = dim G et pourtant F # G.
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La démonstration

Démonstration. Si F = {0}, on a tout de suite dim F < dim G. Supposons donc
F # {0}. Soit (f1,..., ) une base de F (on a donc m = dim F). Puisque F C G, cette
famille est libre dans G. La proposition précédente nous dit alors que m < dim G ce

qui est I'inégalité désirée.
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La démonstration

Démonstration. Si F = {0}, on a tout de suite dim F < dim G. Supposons donc

F # {0}. Soit (f1,..., ) une base de F (on a donc m = dim F). Puisque F C G, cette
famille est libre dans G. La proposition précédente nous dit alors que m < dim G ce
qui est I'inégalité désirée.

Concernant I'équivalence énoncée, notons que seule I'implication = mérite une
justification. Supposons donc que m = dim F = dim G. La famille (f1,..., ;) étant de
cardinal dim G et libre dans G, elle est une base de G. On conclut que

F=vect{fy,....,fn} =G.

La démonstration est terminée.
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Existence d’un supplémentaire

En combinant le résultat précédent et le théoreme de la base incompléete, nous
obtenons tres facilement I'existence d’'un supplémentaire pour n'importe quel s.e.v. de
K". Plus précisément :
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Existence d’un supplémentaire

En combinant le résultat précédent et le théoreme de la base incompléte, nous
obtenons trés facilement I'existence d’un supplémentaire pour n’importe quel s.e.v. de
K". Plus précisément :

Proposition

Soit £ un sous-espace vectoriel de IK” avec n > 1 entier. Alors, il existe un
sous-espace vectoriel de K" tel que

K'=EaF.
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Existence d’un supplémentaire

En combinant le résultat précédent et le théoreme de la base incompléete, nous
obtenons tres facilement I'existence d’'un supplémentaire pour n'importe quel s.e.v. de
K". Plus précisément :

Proposition

Soit £ un sous-espace vectoriel de IK” avec n > 1 entier. Alors, il existe un

sous-espace vectoriel de K" tel que

K'=EaF.

Démonstration. On peut supposer que E # K" et E # {Okn }. Notons
m=dimE € {1,...,n—1}. Soit A = (by,...,bm) une base de E. Le fait que £ soit
une famille libre de IK” qui n’est pas une base de K" nous donne (d'aprés le
théoréme de la base incompléte) des vecteurs b1, ..., b, € K" tels que
(b1,...,bm,...,bp) soit une base de K". Il reste a voir que F = vect{bm1,...,bn}
vérifie la propriété désirée puisque

ENF={0} et dimK"=dim(E®F).
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La formule de Grassmann

Il est naturel de vouloir relier la dimension d’'un sous-espace vectoriel somme F + G a
celles des espaces vectoriels F et G. En examinant le cas particulier d’'un hyperplan
vectoriel & := F = G de K" avec n > 1 entier, nous voyons tout de suite que

n—1=dim(F + G) = dim Z#dim & +dim & =2n—2.
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La formule de Grassmann

Il est naturel de vouloir relier la dimension d’'un sous-espace vectoriel somme F + G a
celles des espaces vectoriels F et G. En examinant le cas particulier d’'un hyperplan
vectoriel & := F = G de K" avec n > 1 entier, nous voyons tout de suite que

n—1=dim(F + G) = dim Z#dim & +dim & =2n—2.

Théoreme
Soient n > 1 un entier, F et G deux sous-espaces vectoriels de IK". Alors, on a

dim(F + G) = dim F + diim G—dim (F N G).
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La formule de Grassmann

Il est naturel de vouloir relier la dimension d’'un sous-espace vectoriel somme F + G a
celles des espaces vectoriels F et G. En examinant le cas particulier d’'un hyperplan
vectoriel & := F = G de K" avec n > 1 entier, nous voyons tout de suite que

n—1=dim(F + G) = dim Z#dim & +dim & =2n—2.

Théoreme
Soient n > 1 un entier, F et G deux sous-espaces vectoriels de IK". Alors, on a

dim(F + G) = dim F + diim G—dim (F N G).

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme de la base incompléte
(développée en TD) ou du théoréme du rang (voir plus loin).
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Dimension du produit cartésien

Le cas du produit cartésien mérite d’étre développé.
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Dimension du produit cartésien

Le cas du produit cartésien mérite d’étre développé.

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, F un sous-espace vectoriel de K™ et G un
sous-espace vectoriel de IK”. Alors, on a

dim (F x G) = dim F +dim G.
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Dimension du produit cartésien

Le cas du produit cartésien mérite d’étre développé.

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, F un sous-espace vectoriel de K™ et G un
sous-espace vectoriel de IK”. Alors, on a

dim (F X G) = dim F +dim G.

Démonstration. Si F = {0} ou G = {0}, c’estimmédiat. Sinon, on choisit (f,..., )
une base de F et (g1,...,9q) une base de G et on considére la famille

((f1 70)7 .- ~7(fps0):(0791)7 s 7(07gq))

dont on vérifie sans peine qu’elle est une base de F x G.
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Organisation du Chapitre 1

® Les objectifs

® Structure vectorielle et sous-espaces vectoriels de K"
© Combinaisons linéaires, vect et familles génératrices
© Opérations sur les sous-espaces vectoriels

® Familles libres et liées

© Bases et dimension

e Applications linéaires
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Applications linéaires

Les applications respectant I'addition et la multiplication (externe) sur K" jouent un
role fondamental et seront au cceur du calcul matriciel développé au Chapitre 2.

Définition (Application linéaire)
Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application. On dit que f est linéaire

lorsque
f(Ax +py) = Af(x)+uf(y) pourtoutx,y € K" A, u € K.
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Applications linéaires

Les applications respectant I'addition et la multiplication (externe) sur K" jouent un
role fondamental et seront au cceur du calcul matriciel développé au Chapitre 2.

Définition (Application linéaire)
Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application. On dit que f est linéaire

lorsque
f(Ax +py) = Af(x)+uf(y) pourtoutx,y € K" A, u € K.
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Comment montrer qu’une application est linéaire ?

Considérons I'application f : R? — IR® définie par
X
f(x,y) = (2x+y,—x+3y,7) pourtout(x,y) € R2.

Objectif : montrer que f est une application linéaire.
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Comment montrer qu’une application est linéaire ?

Considérons I'application f : R? — IR® définie par

f(x,y) = (@x+y, —x+3y, g) pour tout (x, y) € R2.
Objectif : montrer que f est une application linéaire.
Soient (x4, y1), (X2, y2) € R? et A, u € R. On commence par écrire

f(A(x1,y1) + (X2, y2)) = F(AX1 + Xo, Ayt +[1yz).

97



Comment montrer qu’une application est linéaire ?

Considérons I'application f : R? — IR® définie par
f(x,y) = (@x+y, —x+3y, g) pour tout (x, y) € R2.
Objectif : montrer que f est une application linéaire.
Soient (x4, y1), (X2, y2) € R? et A, u € R. On commence par écrire
f(A(x1,y1) + (X2, y2)) = F(AX1 + Xo, Ayt +[1yz).
Onnote X = Axq +Uxo et Y = Ayq + lLy». La définition de f donne alors

X
fX.Y) = (2X+Y,~X+3Y, 7).
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Comment montrer qu’une application est linéaire ?

Considérons I'application f : R? — IR® définie par
f(x,y) = (@x+y, —x+3y, g) pour tout (x, y) € R2.
Objectif : montrer que f est une application linéaire.
Soient (x4, y1), (X2, y2) € R? et A, u € R. On commence par écrire
f(A(x1,y1) + (X2, y2)) = F(AX1 + Xo, Ayt +[1yz).
Onnote X = Axq +Uxo et Y = Ayq + lLy». La définition de f donne alors
f(X,Y)=(@X+Y,—X+3Y, g).
Or,ona
2X+Y = A@2x1+ Y1)+ U(Rxo + o), —X+3Y = A(—x1+3y1) + U(—X2 +3y2)

et
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Comment montrer qu’une application est linéaire ?

Considérons I'application f : R? — IR® définie par
f(x,y) = (@x+y, —x+3y, g) pour tout (x, y) € R2.
Objectif : montrer que f est une application linéaire.
Soient (x4, y1), (X2, y2) € R? et A, u € R. On commence par écrire
f(A(x1,y1) + (X2, y2)) = F(AX1 + Xo, Ayt +[1yz).
Onnote X = Axq +Uxo et Y = Ayq + lLy». La définition de f donne alors
f(X,Y)=(@X+Y,—X+3Y, g).
Or,ona
2X+Y = A@2x1+ Y1)+ U(Rxo + o), —X+3Y = A(—x1+3y1) + U(—X2 +3y2)

et

Il vient alors
X X X
(@X+Y,—X+3Y,2) = A2x1 +y1,—x1 +3y1, ?1)+H(2X2 +Y2,—X2+3Y2, 52)

ce qui s'écrit encore (A (x1,y1) + [(Xe, y2)) = Af(x1, 1) + Uf(X2, y2). La linéarité de f
est ainsi établie. 97



Deux définitions équivalentes

Comme dans le cadre de la définition des s.e.v., il existe plusieurs définitions
alternatives pour les applications linéaires.

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application. Sont équivalentes :
(a) f est linéaire;
(b) Pour tout x,y € K" et pour tout 4 € K, on a

f(AX +y) = Af(X) +f(y).
(¢) Pour tout x, y € IK" et pour tout A € IK, on a
fix+y)=f(x)+f(y) et f(Ax)=Af(x).

(d) Pour toute famille (xx)1<k<p de K" et toute famille (Ax)1<k<p, on a

p p
f(Y Aexi) = Y Af(x);
P

k=1
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Deux définitions équivalentes

Comme dans le cadre de la définition des s.e.v., il existe plusieurs définitions
alternatives pour les applications linéaires.

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application. Sont équivalentes :
(a) f est linéaire;
(b) Pour tout x,y € K" et pour tout 4 € K, on a

f(AX +y) = Af(X) +f(y).
(¢) Pour tout x, y € IK" et pour tout A € IK, on a
fix+y)=f(x)+f(y) et f(Ax)=Af(x).

(d) Pour toute famille (xx)1<k<p de K" et toute famille (Ax)1<k<p, on a

p p
FOY Mexk) = Y Mk (xw);
k=1

k=1

Démonstration. Les équivalences (a),(b) et (c) sont évidentes de méme que
l'implication (d) = (a). Limplication (a) = (d) découle d’'une récurrence immédiate. ® 98



Noyau et image

Nous allons maintenant présenter deux ensembles naturellement associés a une
application linéaire : son noyau et son image.

Définition (Noyau, image)
Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K une application linéaire. On appelle
noyau de f la partie de K"

ker(f) := {x € K" : f(x) = Ogm }.
On appelle image de f la partie de K™
im(f) := {f(x) : x e K"} = f(K").

Il convient de noter que I’on ne définit pas le concept de noyau pour une
application quelconque.
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Le noyau et I'image sont des s.e.v.

Le noyau et I'image d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels :
Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — KK une application linéaire. Alors :
(a) Lensemble ker(f) est un sous-espace vectoriel de K", en particulier

f(On) = Ocr.

(b) Lensemble im(f) est un sous-espace vectoriel de K.
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Le noyau et I'image sont des s.e.v.

Le noyau et I'image d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels :

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — KK une application linéaire. Alors :
(a) Lensemble ker(f) est un sous-espace vectoriel de K", en particulier

f(On) = Ocm.
(b) Lensemble im(f) est un sous-espace vectoriel de K.
Démonstration. (a) On a f(0+0) = f(0) + f(0) = 2/(0), d'ou f(0) =0, i.e., 0 € ker(f).
Soient A, 1 € K, x,y € ker(f). Il suffit d’exploiter la linéarité de f en écrivant
f(Ax+py) = Af(x)+uf(y)=A0+u0=0

pour conclure que Ax + Ly € ker(f).
(b) Légalité f(0) = 0 montre que 0 € im(f). Soient y1,y» € im(f), A, u € K. Par
définition de im(f), il existe x1,xo € K" tels que y; = f(x1) et yo = f(x2). Il s’ensuit

Ayt +py2 = Af(xq) + (f(xe) = f(Ax1 + xe) € im(f).
Ainsi, im(f) est un sous-espace vectoriel de IK™. u
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Déterminer le noyau et I'image d’une application linéaire

On définit f : R — R? par
f(x,y,z)=(x+y,z—x) pourtout(x,y,z) € R3.

On vérifie que I'application f est linéaire.
Obijectif : déterminons une base du noyau de f et de son image.

Pour tout (x, y,z) € R%, on a
x,y,2)cker(f) & x=z=—y & (X,y,2) = (X,—X,X) & (X,y,2) =x(1,—1,1)
et ceci donne ker(f) = R(1,—1,1). Une base de ker(f) est donc ((1,—1,1)).
Déterminons I'image de f. On a
im(f) = {(x+y,z—x): (x,y,2) € R®} = {x(1, 1) +y(1,0) + 2(0, 1) : (x,y,2) € R3}.

Il s’ensuit
im(f) = vect{(1,—1),(1,0),(0,1)} = vect{(1,0),(0, 1)} .

Une base de de im(f) est donc ((1,0),(0,1)).
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Les systemes linéaires homogéenes vus comme noyaux

Soient m,n > 1 deux entiers et (ap,q)1<p<m,1<g<n une famille d’éléments de K. On
vérifie que I'application f : IK"” — K™ définie pour tout (x1, ..., xp) € K" par

f(X17,.,,Xn) =(a1ﬁ1x1 +...+a81nXn,...,@m1X4 +,.,+am7an)

est linéaire.
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Les systemes linéaires homogéenes vus comme noyaux

Soient m,n > 1 deux entiers et (ap,q)1<p<m,1<g<n une famille d’éléments de K. On
vérifie que I'application f : K — K™ définie pour tout (x1, ..., Xx,) € K" par

f(X17,.,,Xn) = (a1ﬁ1x1 +...+a81nXn,...,@m1X4 +,.,+am7an)
est linéaire. Son noyau est donné par

a1 X1 +...+a8,0Xp =0
ker(f) =< (xq,....xp) € K" :
am1Xy+...+@mnXn=0

On retrouve en particulier qu’un systéme linéaire homogéne est un sous-espace
vectoriel.
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Rang d’une application linéaire - Théoreme du rang

Le théoréme suivant donne un lien entre les dimensions du noyau et de I'image d’'une
application linéaire. Avant de I'énoncer, introduisons le concept de rang.

Définition (Rang d’une application linéaire)
Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application linéaire. On appelle
rang de f noté rg f la dimension de I'image de f, i.e.,

rgf = dimimf.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat fondamental suivant :

Théoreme du rang
Soient m,n > 1 deux entiers, f : IK” — K™ une application linéaire. Alors, on a

n=dimIK"” = dim ker(f) +rg(f).
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La démonstration

Si ker(f) = K", alors f est nulle et il n’y a rien a établir. Supposons donc que
ker(f) # K".
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La démonstration

Si ker(f) = K", alors f est nulle et il n’y a rien a établir. Supposons donc que

ker(f) # K".
On suppose dans un premier temps que ker(f) # {0}. Notons p > 1 sa dimension.
Soit (e, ..., €p) une base de ker(f) que I'on compléte en une base
PB=(e1,...,6p,€ps1,...,6n) de K. Soit y € im(f). Par définition de I'mage, il existe
x € E tel que y = f(x) et puisque £ est une base de K", nous pouvons écrire
X =Y }_1 AkXk pour un certain (A1,...,An) € K™ Il vient alors

Z Akek) = Z Axf(ek).

k=p+1

Ceci montre que . := (f(ep+1), ce f(en)) est une famille génératrice de im(f).

104



La démonstration

Si ker(f) = K", alors f est nulle et il n’y a rien a établir. Supposons donc que

ker(f) # K".
On suppose dans un premier temps que ker(f) # {0}. Notons p > 1 sa dimension.
Soit (e, ..., €p) une base de ker(f) que I'on compléte en une base
PB=(e1,...,6p,€ps1,...,6n) de K. Soit y € im(f). Par définition de I'mage, il existe
x € E tel que y = f(x) et puisque £ est une base de K", nous pouvons écrire
X =Y }_1 AkXk pour un certain (A1,...,An) € K™ Il vient alors

Z Akek) = Z Axf(ek).

k=p+1

Ceci montre que . := (f(ep+1), ce f(en)) est une famille génératrice de im(f). Nous
allons montrer qu’elle est libre. Fixons p,1,..., Uy € Ktels que

n

Z Ukf(ex) =

k=p+1

Il vient tout de suite Zﬂ:p+1 Ukex € ker(f) et ceci nous dit qu'il existe vy,...,vp € K
tels que

Z Hkex = Z Vkek.

k=p+1 104



La démonstration - suite et fin

Il s’ensuit facilement que p.1 = ... = iy = 0. On conclut alors que .# est une base de
im(f), en particulier

dimim(f) = n— p = dimK" — dim ker(f).

On suppose désormais que ker(f) = {0}. On choisit une base (eq, ..., e,) de K". Un
raisonnement analogue a ce qui précéde montre que (f(e1 Yyevns f(en)) est une base
de im(f). On en déduit que im(f) = K" et I'égalité désirée en découle sans difficultés.
La démonstration est terminée. |
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Applications injectives, surjective, bijectives

Avant de poursuivre notre étude, il convient de rappeler les notions suivantes :
Soient E, F deux ensembles non vides et f : E — F une application.
Définition

On dit que f est injective lorsque pour tout x, x’ € E, on a l'implication

x # X' = f(x) # f(x).

On dit que f est surjective lorsque pour chaque y € F, il existe (au moins) un x € E
tel que y = f(x). Lorsque f est injective et surjective, on dit que f est bijective.
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Applications injectives, surjective, bijectives

Avant de poursuivre notre étude, il convient de rappeler les notions suivantes :

Soient E, F deux ensembles non vides et f : E — F une application.

On dit que f est injective lorsque pour tout x, x’ € E, on a l'implication
x # X' = f(x) # f(x).

On dit que f est surjective lorsque pour chaque y € F, il existe (au moins) un x € E
tel que y = f(x). Lorsque f est injective et surjective, on dit que f est bijective.

Injective, non surjective Non injective, surjective Bijective
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Applications injectives, surjective, bijectives

Avant de poursuivre notre étude, il convient de rappeler les notions suivantes :

Soient E, F deux ensembles non vides et f : E — F une application.

On dit que f est injective lorsque pour tout x, x’ € E, on a l'implication
x # X' = f(x) # f(x).

On dit que f est surjective lorsque pour chaque y € F, il existe (au moins) un x € E
tel que y = f(x). Lorsque f est injective et surjective, on dit que f est bijective.

Injective, non surjective Non injective, surjective Bijective

On montre facilement que f est bijective si et seulement si pour chaque y € F, il
existe un et un seul x € E tel que y = f(x).
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Applications linéaires injectives, surjectives, bijectives

Nous énongons maintenant d’'importantes caractérisations de l'injectivité et la
surjectivité pour des applications linéaires.

Corollaire

Soient m,n > 1 deux entiers et f : IK” — KK une application linéaire. Ont lieu :
(a) f est injective si et seulement si ker(f) = {0} si et seulement si rg(f) = n.

(b) f est surjective si et seulement si rg(f) = m.

(c) f est bijective si et seulement si rg(f) = n=m.

(d) Lorsque n=m, f est injective si et seulement si f est surjective si et seulement si
f est bijective.

Démonstration. (a) La premiere équivalence découle de la définition d’injectivité et
d’une application linéaire. Pour la deuxiéme, il suffit de combiner le théoréme du rang
a la premiere équivalence.

(b) Lapplication linéaire f est surjective si et seulement si IK” = im(f). Le fait que
im(f) soit un sous-espace vectoriel de IK" nous dit alors que f est surjective si et
seulement si rg(f) = m.

(c) — (d) Conséquences directes de (a) et (b). u
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Un premier résultat sur le nombre de solutions d’un systeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers, (ap,q)1<p<m,1<q<n Une famille d'éléments de KK et
b=(by,...,bm) € K™ On adéjavu que I'application f : K" — K™ définie pour tout

(x1,...,xn) € K" par
f(X1,...sXn) = (@11X1 +...+ &1 nXn, ..., @m1X1 +. ..+ 8m nXn)

est linéaire. A cette application et au vecteur b, on peut associer le systeme linéaire
d'inconnue (x1,...,xp) € K?

al1Xx1 +..,+a17an=b1
(S)

am1Xy +...+amnXn = bm.
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Un premier résultat sur le nombre de solutions d’un systeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers, (ap,q)1<p<m,1<q<n Une famille d'éléments de KK et
b=(by,...,bm) € K™ On adéjavu que I'application f : K" — K™ définie pour tout

(x1,...,xn) € K" par
f(X1,...,Xn) = (@1,1X1 +... +81 nXp, -+, am1X1+...+amnXn)

est linéaire. A cette application et au vecteur b, on peut associer le systeme linéaire

d'inconnue (x1,...,xp) € K?
ar1X1+...+a81.nXn= by
(S)
am1Xy +...+amnXn = bm.
Proposition
Ont lieu :

(a) Si l'application f est injective, alors le systeme linéaire (S) a au plus une solution.
(b) Si f est surjective, alors le systeme linéaire (S) admet au moins une solution.
(c) Si f est bijective, alors le systeme linéaire (S) a exactement une solution.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent. ]
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Image d’une famille libre par une application linéaire

Nous examinons maintenant I'effet d’'une application linéaire sur les familles libres.

Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application linéaire. Sont
équivalentes :

(a) f estinjective ;

(b) pour toute famille libre (v4,. .., vp) de K", la famille (f(v1), .,f(vp)) estlibre ;
(c) pour toute base (b1, ..., by) de K", la famille (f(b (bn)) est libre ;
(d) il existe une base (b, ..., b,) de K" telle que la famllle ( (b1),...,f(by)) est

libre.
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La démonstration

Démonstration. (a) = (b) Supposons que f soit injective. Soit (v4,...,Vp) une famille
libre de K. Fixons A4,..., A, € K tels que Z‘,Z=1 Akf(vk) = 0. Par linéarité de f, on a

() Akvk) =0 = £(0).
k=1

Linjectivité de f nous dit alors que Zi=1 Ak vk = 0. Il reste a exploiter le caractére libre

de K" pour conclure que (vy,..., vp) est libre.

(b) = (c), Evident car toute base est une famille libre.

(c) = (d), Evident.

(d) = (a), Supposons qu'’il existe une base (b1, ..., by) de K" telle que la famille

= (f(by),...,f(bn)) est libre. Soit x € ker(f). Il existe A1, ..., A, € K tels que
X = Zk 1 Akbx. Il vient alors 0 = f(x) = Y.5_; Axf(bx). Il suffit alors d'invoquer le
caractére libre de .% pour conclure que A4 =...=A,=0,i.e., x=0. [
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Image d’une famille libre par une application linéaire

De la méme maniére, nous examinons maintenant I'effet d’'une application linéaire sur
les familles génératrices.

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application linéaire. Sont
équivalentes :

(a) f est surjective ;

(b) pour toute famille génératrice (v1 ..., vp) de K”, la famille (f(v1),...,f(vp)) est
génératrice de K™ ;

(c) pour toute base (by, ..., b,) de K", la famille (f(b1),...,f(bn)) est génératrice de
K™;

(d) il existe une base (by, ..., by) de K" telle que la famille (f(b1), e f(bn)) est
génératrice de K";

(e) il existe une famille génératrice (v1 ..., vp) de K" telle que (f(v1),...,f(vp)) est
génératrice de K.
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La démonstration

Démonstration. (a) = (b) Supposons que f soit surjective. Soit (v1,..., Vp) une
famille génératrice de IK". Fixons y € K. Il existe (par surjectivité de f) x € K" tel
que y = f(x). Soient A4,..., A, € K tels que x = Z£=1 Ak Vk. On a par linéarité de f

P
y =100 = ¥ Akf(ve),
k=1

en particulier y € vect{f(vy),...,f(vp)}. Ceci montre que (f(v4),...,f(vp)) est
génératrice de K.
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La démonstration

Démonstration. (a) = (b) Supposons que f soit surjective. Soit (v1,..., Vp) une
famille génératrice de IK". Fixons y € K. Il existe (par surjectivité de f) x € K" tel
que y = f(x). Soient A4,..., A, € K tels que x = ):f(’=1 Ak Vk. On a par linéarité de f

P
y =100 = ¥ Akf(ve),
k=1

en particulier y € vect{f(vy),...,f(vp)}. Ceci montre que (f(v4),...,f(vp)) est
génératrice de K.

(b) = (c), Evident car toute base est une famille génératrice.

(c) = (d), Evident.

(d) = (e), Evident.
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La démonstration

Démonstration. (a) = (b) Supposons que f soit surjective. Soit (v1,..., Vp) une
famille génératrice de IK". Fixons y € K. Il existe (par surjectivité de f) x € K" tel
que y = f(x). Soient A4,..., A, € K tels que x = ):f(’=1 Ak Vk. On a par linéarité de f

P
y =100 = ¥ Akf(ve),
k=1

en particulier y € vect{f(vy),...,f(vp)}. Ceci montre que (f(v4),...,f(vp)) est
génératrice de K.

(b) = (c), Evident car toute base est une famille génératrice.

(c) = (d), Evident.

(d) = (e), Evident.

(e) = (a), Supposons qu'il existe une famille génératrice (v1,..., vp) de K" telle que
(f(v4), ..., f(vp)) soit génératrice de K. Soit y € K™. Il existe 41,...,4p € Ktels

que y = Y'h_s Af(vk). La linéarité de f donne alors y = f(Y'h_, Ak vi) et ceci montre la
surjectivité de f. ]
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Image d’une base par une application linéaire

On continue dans la méme ligne avec I'effet d’une application linéaire sur les bases.

Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application linéaire. Sont
équivalentes :

(a) f est bijective ;

(b) pour toute base (b, ..., by) de K", la famille (f(by),...,f(by)) est une base de

K™;

(c) il existe une base (by, ..., bp) de K" telle que la famille (f(b1 ) P f(bn)) est une
base de K.

Démonstration. Il suffit de combiner les deux propositions précédentes. [ |
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Egalité sur une famille génératrice

Nous montrons maintenant que deux applications linéaires qui coincident (i.e., qui
sont égales) sur une famille génératrice coincident en fait sur tout 'espace. Autrement
dit :

Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f, g : K" — K™ deux applications linéaires et

(v, ..., Vp) une famille génératrice de IK". Alors, on a

f=gaVke{1,...,p}, f(vk) = g()-
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Egalité sur une famille génératrice

Nous montrons maintenant que deux applications linéaires qui coincident (i.e., qui
sont égales) sur une famille génératrice coincident en fait sur tout 'espace. Autrement
dit :

Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f, g : K" — K™ deux applications linéaires et

(v, ..., Vp) une famille génératrice de IK". Alors, on a

f=gaVke{1,...,p}, f(vk) = g()-

Démonstration. Limplication = est évidente. Montrons donc <. Supposons que
f(vk) = g(vk) pour tout k € {1,...,p}. Fixons x € E. ll existe 1,..., 4, € K tels que
x =Yh_ Akvi. Il vient alors

P P
f(x) =) Af(vi) = Y Akg(vi) = 9(x).
k=1 k=1
La démonstration est terminée. [ |
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Définir une application linéaire par les images d’une base

Nous allons voir qu’une application linéaire est définie par les valeurs qu’elle prend
sur une base.
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Définir une application linéaire par les images d’une base

Nous allons voir qu’une application linéaire est définie par les valeurs qu’elle prend

sur une base.

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, (by,...,b,) une base de K" et (c1,. .., cs) une famille

quelconque a n éléments de K.

Alors, il existe une et une seule application linéaire f : K" — K™ telle que

f(bj) = ¢; pourtouti € {1,...,n}.
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Définir une application linéaire par les images d’une base

Nous allons voir qu’une application linéaire est définie par les valeurs qu’elle prend

sur une base.
Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, (by,...,b,) une base de K" et (c1,. .., cs) une famille

quelconque a n éléments de K.

Alors, il existe une et une seule application linéaire f : K" — K™ telle que

f(bj) = ¢; pourtouti € {1,...,n}.

Démonstration. Pour I'existence, il suffit d'observer que f : K" — K™ vérifiant pour
tout Aq,..., 4, € Kettout xy,...,xp, € K"

n n
() Aixi) = Y Aicn
] =

est bien définie et linéaire.
Pour I'unicité, on suppose qu'il existe g : K" — K™ linéaire satisfaisant g(b;) = ¢; pour
touti € {1,...,n}. Dans ce cas, on a (f — g)(b;) = 0 pour tout i € {1,...,n} et ceci

entraine (car (by,...,bp) est une base de K") que f—g=0,i.e., f=g. u
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Opérations sur les applications

Le prochain résultat fera appel a trois types d’opérations sur les applications.
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Opérations sur les applications

Le prochain résultat fera appel a trois types d’opérations sur les applications.

Soient m,n > 1 deux entiers et f, g : D — K™ deux applications définies sur une
partie non vide D C K". On appelle application somme de f et g I'application
f+g: D — K™ définie par

(f+9)(x) == f(x)+g(x) pourtoutx € D.
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Opérations sur les applications

Le prochain résultat fera appel a trois types d’opérations sur les applications.

Soient m,n > 1 deux entiers et f, g : D — K™ deux applications définies sur une
partie non vide D C K". On appelle application somme de f et g I'application
f+g: D — K™ définie par

(f+9)(x) == f(x)+g(x) pourtoutx € D.

Pour A € K, on définit également une application Af: D — K™ en posant

(Af)(x) := Af(x) pourtoutx € D.
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Opérations sur les applications

Le prochain résultat fera appel a trois types d’opérations sur les applications.

Soient m,n > 1 deux entiers et f, g : D — K™ deux applications définies sur une
partie non vide D C K". On appelle application somme de f et g I'application
f+g: D — K™ définie par

(f+9)(x) == f(x)+g(x) pourtoutx € D.

Pour A € K, on définit également une application Af: D — K™ en posant

(Af)(x) := Af(x) pourtoutx € D.

Enfin, pour quatre ensembles non vides E, F, G et H avec F C G et deux applications
¢:E— Fety:G— H,ondéfinitla composée de ¢ et y

yop:E—-FCG—H
X = @(x) = y(p(x).
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Préservation de la linéarité

La propriété de linéarité est stable par somme, multiplication externe par un scalaire
et par composition. Cette stabilité jouera un grand réle lorsque nous justifierons les
regles du calcul matriciel.
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Préservation de la linéarité

La propriété de linéarité est stable par somme, multiplication externe par un scalaire
et par composition. Cette stabilité jouera un grand réle lorsque nous justifierons les
regles du calcul matriciel.

Proposition

Soient m, n,p > 1 trois entiers. Ont lieu :

(a) Si f: K" — K™ et g : K" — K™ sont deux applications linéaires alors
f+g:K" — K™ est une application linéaire.

(b) Si f: K" — K™ est une application linéaire et A € KK, alors I'application
Af K™ — K™ est linéaire.

(c) Si f: K" — K™ et g : KP — K" sont deux applications linéaires alors
fog:KP— K™ est une application linéaire.
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Préservation de la linéarité

La propriété de linéarité est stable par somme, multiplication externe par un scalaire
et par composition. Cette stabilité jouera un grand réle lorsque nous justifierons les
regles du calcul matriciel.

Proposition

Soient m, n,p > 1 trois entiers. Ont lieu :

(a) Si f: K" — K™ et g : K" — K™ sont deux applications linéaires alors
f+g:K" — K™ est une application linéaire.

(b) Si f: K" — K™ est une application linéaire et A € KK, alors I'application
Af K™ — K™ est linéaire.

(c) Si f: K" — K™ et g : KP — K" sont deux applications linéaires alors
fog:KP— K™ est une application linéaire.

Démonstration. Il s’agit de conséquences immédiates de la définition d’'une
application linéaire. [

Notation. Pour f : K" — K" une application linéaire, on note f° := fofo...of.
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(a) Soient f,g : R> — R® les applications définies pour tout (x, y) € IR? par

f(x,y) = (x+y,2x—y,3y) et g(x,y)=(x,—2y,x—y).

On vérifie que ces applications sont linéaires. D’apres (a) de la proposition
précédente nous savons que 'application f + g somme de f et g est linéaire.
Rappelons que (par définition) f+g : IR? — IR® est I'application définie pour tout
(x,y) € R? par

(f+9)(x,y) =X, y) +9(X,y) = (@x +y,2x =3y, x = 2).

(b) On garde la définition de f de (a) ci-dessus (qui est une application linéaire). Nous
voyons que (b) de la proposition précédente nous dit que I'application 2f est linéaire.
Rappelons que (par définition) 2f : R? — IR® est I'application définie pour tout
(x,y) € R? par

(2f)(x,y) =2f(x,y) = (2x +2y,4x — 2y, 6y).
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Exemples - suite et fin

(c) On considére les applications f : R® — R? et g : R? — IR? définies par
f(X,y,2) = (x+y+z,x — 2y +32) pour tout (x,y, z) € R®
et
g(x,y) = (x—y,2y) pourtout(x,y) € R?.

On vérifie que ces applications sont linéaires. La proposition suivante nous dit que la
composée go f est linéaire. Rappelons que (par définition) go f : R® 5 R? % RR? est
donnée pour tout (x,y,z) € RS par

(gohx,y,2)=9(f(x,y,2))
= ((x+y+2)— (x —2y+32),2(x — 2y +32))
=(8y—2z,2x —4y +62).
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Calcul matriciel



Organisation du Chapitre 2

e Les objectifs

© Matrices et et représentation matricielle d’une application linéaire

© Structure vectorielle de Mpy, »(KK)

© Produit matriciel

® Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances, nilpotence
® Inversibilité et rang

® Pivot de Gauss et ses applications

© Changement de base
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Objectifs du chapitre

e Savoir mettre en oeuvre les opérations usuelles sur les matrices.
e Déterminer une matrice associée a une application linéaire.
e Déterminer le rang d’'une matrice.

o Résoudre des systéemes linéaires et inverser des matrices via
I'algorithme de Gauss.

e Savoir appliquer les formules de changement de bases.
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Organisation du Chapitre 2

® Les objectifs

e Matrices et et représentation matricielle d’'une application
linéaire

® Structure vectorielle de My, 5(IK)

® Produit matriciel

® Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances, nilpotence
o Inversibilité et rang

® Pivot de Gauss et ses applications

® Changement de base
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Matrice-Définition

Soient m,n > 1 deux entiers. On appelle matrice de taille m x n a coefficients dans
K la donnée d'une famille (&;j)1<j<m,1<j<n d’éléments de K.
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Matrice-Définition

Soient m,n > 1 deux entiers. On appelle matrice de taille m x n a coefficients dans
K la donnée d'une famille (&;j)1<j<m,1<j<n d’éléments de K.
Une matrice se dispose sous la forme d’'un rectangle

a1
a1

am 1

a2

am2
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Matrice-Définition

Soient m,n > 1 deux entiers. On appelle matrice de taille m x n a coefficients dans
K la donnée d'une famille (&;j)1<j<m,1<j<n d’éléments de K.
Une matrice se dispose sous la forme d’'un rectangle

air a2 o @i
a1 an
am1 @am2 ... @amn

Pouric {1,...,m},je{1,...,n}, onditque:

®(aj1,...,ajn) estlai-eme ligne de la matrice A.
ar
° . est la j-eme colonne de la matrice A.

am,j
e a;; est le coefficient en ligne / et en colonne j de A.
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Soient m,n > 1 deux entiers.

Notations. On note M, 5(IK) 'ensemble des matrices de taille m x n a coefficients
dans K. Lorsque m = n, on note M,(KK) cet ensemble.
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Soient m,n > 1 deux entiers.

Notations. On note M, 5(IK) 'ensemble des matrices de taille m x n a coefficients
dans K. Lorsque m = n, on note M,(KK) cet ensemble.

® Une matrice a n ligne(s) et a n colonne(s) est appelée matrice carrée.
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Soient m,n > 1 deux entiers.

Notations. On note M, 5(IK) 'ensemble des matrices de taille m x n a coefficients
dans K. Lorsque m = n, on note M,(KK) cet ensemble.

® Une matrice a n ligne(s) et a n colonne(s) est appelée matrice carrée.

® Une matrice a nligne(s) et a 1 colonne est appelée vecteur colonne : elle est de la
X

forme
Xn

Tous les éléments du Chapitre 1 concernant IK” (régles de calculs, s.e.v.,
combinaisons linéaires, sous-espaces vectoriels engendrés, familles génératrices,
libres, liées, bases, dimensions, applications linéaires) s’adaptent immédiatement au
cas de M 1(K).
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Egalité de matrices

Soient m,n > 1 deux entiers. Une matrice a coefficients dans IK de taille m x n étant
avant tout une famille de scalaires (a; j)1<j<m,1<j<n, NOUS constatons que :

Deux matrices sont égales lorsqu’elles ont méme taille et mémes coefficients.
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Représentation matricielle d’une application linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers et f : K" — K" une application linéaire. Fixons
B=(bi,...,bp) et y=(c1,...,cm) des bases de K" et K™.
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Représentation matricielle d’une application linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers et f : K" — K" une application linéaire. Fixons
B=(bi,...,bp) et y=(c1,...,cm) des bases de K" et K™.

Pour x € IK", nous pouvons écrire x = Y.ji_; Axbx pour des scalaires A1, ..., 4, (qui
sont précisément les coordonnées de x dans la base f3). Légalité

f(x) = (Y Akbx) = Y Axf(br)
k=1 k=1

montre alors que la donnée/connaissance de f(b1),. .., f(bs) suffit a déterminer f(x)
(et donc I'application f puisque x est quelconque dans K").
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Représentation matricielle d’une application linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers et f : K" — K" une application linéaire. Fixons
B=(bi,...,bp) et y=(c1,...,cm) des bases de K" et K™.

Pour x € IK", nous pouvons écrire x = Y.ji_; Axbx pour des scalaires A1, ..., 4, (qui
sont précisément les coordonnées de x dans la base f3). Légalité

f(x) = (Y Akbx) = Y Axf(br)
k=1 k=1

montre alors que la donnée/connaissance de f(b1),. .., f(bs) suffit a déterminer f(x)
(et donc I'application f puisque x est quelconque dans K").

D’autre part, les vecteurs f(by), ..., f(by) sont entierement déterminés par leurs
coordonnées dans la base y. En effet,

Il existe a1,1,...,am1 € Ktels que f(by) =Y.  aj1¢;.

— De méme, il existe a1 2,...,am2 € Ktels que f(b) = 2,521 aj2C;j...

Il existe a1 p,...,amn € Ktels que f(bn) = L7 @i nCi.
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Représentation matricielle d’'une application linéaire : suite et fin

On synthétise ceci en disant que pour chaque j € {1,...,n}, il existe
ay j,...,am; € Ktels que

m
f(by) = Za,;jc,-,
i=1
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Représentation matricielle d’'une application linéaire : suite et fin

On synthétise ceci en disant que pour chaque j € {1,...,n}, il existe
ay j,...,am; € Ktels que

m
f(by) = Za,;jc,-,
i=1

Ainsi, nous voyons que la connaissance de f se rameéne a la donnée de la matrice

a1 a2 cccooatj o @
a1 a2 v a@,j - dnp
Mat,, g(f) := ' ’ ’ ' € Mm,n(K)
aj1 ap2 -+ &j - @p
am,1 am72 am’j am‘n
dont la j-eme colonne (quelque soit j € {1,...,n}) est précisément le vecteur colonne
des coordonnées de f(b;) dans la base y = (c1,...,cm) de K.

Cette matrice est appelée matrice associée a f relativement aux bases f3 et v.
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Un exemple

On considére I'application linéaire f : IK? — K3 définie par
f(x,y)=(2x+y,—x+3y,x) pourtout(x,y) € K2,

On considére ici les bases canoniques f3 = (by, bo) de K2 et v=(cy,Co,c3) de K.
Ona
f(b1) = f(1,0)=(27_171) =201 —C2+C3

et
f(b2) = £(0,1) = (1,3,0) = ¢1 +3cp.
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Un exemple

On considére I'application linéaire f : IK? — K3 définie par
f(x,y)=(2x+y,—x+3y,x) pourtout(x,y) € K2,

On considére ici les bases canoniques f3 = (by, bo) de K2 et v=(cy,Co,c3) de K.

Ona
f(b1)=f(170)=(2,—171)=2C1—02+C3
et
f(b2) = £(0,1) = (1,3,0) = ¢4 +3cs.
On en déduit
2 1
Mat, g(f) = -1 3

128



Organisation du Chapitre 2

® Les objectifs

© Matrices et et représentation matricielle d’une application linéaire

e Structure vectorielle de My, 5(IK)

© Produit matriciel

® Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances, nilpotence
® Inversibilité et rang

® Pivot de Gauss et ses applications

© Changement de base
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Addition et multiplication externe sur M, ,(K)

Comme dans le cas de IKP avec p > 1, on peut définir sur M n(IK) (avec m,n > 1
entiers) une addition (interne) et une multiplication (externe) comme suit :

Pour tout A = (a; /)1 <i<m.1<j<n, B = (bij)1<i<m,1<j<n € Mma(K) et 4 € K, on pose

ar ... an b1 ... bip a1 +byr ... aip+bip
A+B= . . + . . =
am ... @mn bmt ... bmn amt+bm ... a@mn+bmn
et
ayy ... ain Aayr ... Aaig
AA=A =

amt ... @mn Aami ... Aamn

130



1 4 7

1 2 7 8 9
On considéere A = 3 B= C= 2 5 8
4 5 6 10 11 12 3 6 9
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1 4 7

1 2 3 7 8 9
On considéere A = B= C= 2 5 8
4 5 6 10 11 12 9

3 6

® La somme A+ B est bien définie puisque A et B sont de méme taille et on a

8 10 12
A+B= .
( 14 16 18 >

131



1 4 7

1 2 3 7 8 9
On considéere A = B= C= 2 5 8
4 5 6 10 11 12 9

3 6

® La somme A+ B est bien définie puisque A et B sont de méme taille et on a
8 10 12
A+B= .
14 16 18

® Les expressions
??A+C?? et ??B+C??

ne sont pas définies.
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1 4 7

1 2 7
On considéere A = 3 B= 8 o C= 2 5 8
4 5 6 10 11 12 9

3 6

® La somme A+ B est bien définie puisque A et B sont de méme taille et on a
1 12
A+B= 8 0 .
14 16 18

® Les expressions
??A+C?? et ??B+C??

ne sont pas définies.

® Le produit externe ne requiert aucune condition de compatibilité :
2 4 6 o
2A= ( ) et —C= -2 -5 -8

8 10 12
-3 -6 -9
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Pourquoi un tel choix d’addition et de multiplication externe ?

Soient m,n > 1 deux entiers, f, g : K" — K™ deux applications linéaires et 4 € K.
On a vu que les applications f + g et A f définies pour chaque x € K" par

(f+9)(x) :=f(x)+g(x) et (Af)(x):=Af(x).

sont des applications linéaires.
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Pourquoi un tel choix d’addition et de multiplication externe ?

Soient m,n > 1 deux entiers, f, g : K" — K™ deux applications linéaires et 4 € K.
On a vu que les applications f + g et A f définies pour chaque x € K" par

(f+9)(x) :=f(x)+g(x) et (Af)(x):=Af(x).

sont des applications linéaires.

Question. On fixe deux bases f3 et y de IK” et K. Comment peut-on alors exprimer

Mat, g(f+g) et Maty‘ﬁ(kf)?
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Pourquoi un tel choix d’addition et de multiplication externe ?

Soient m,n > 1 deux entiers, f, g : K" — K™ deux applications linéaires et 4 € K.
On a vu que les applications f + g et A f définies pour chaque x € K" par

(f+9)(x) :=f(x)+g(x) et (Af)(x):=Af(x).

sont des applications linéaires.

Question. On fixe deux bases f3 et y de IK” et K. Comment peut-on alors exprimer

Mat, g(f+g) et Maty‘ﬁ(kf)?

Réponse. Il n'est pas difficile de voir que la définition de I'addition interne et du
produit externe sur My, 5(IK) entrainent les égalités suivantes :

Mat, (f +9) = Mat, (f) +Mat, (g) et Mat, 5(Af) = AMat, 5 (f).
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Le Chapitre 1 avec M, ,(KK)

A l'aide de I'addition et de la multiplication externe sur Mp, »(IK), nous pouvons sans
difficultés adapter de nombreuses notions du Chapitre 1 en remplagant K" par
Mm.n(K). C’est notamment le cas pour :

® Les sous-espace vectoriels;

® Les combinaisons linéaires;

® Les sous-espaces vectoriels engendrés par une famille et les familles
génératrices;

® Les familles libres et liées;

® Les bases et dimensions.
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Matrices élémentaires - Base canonique de M, ,(KK)

Considérons deux entiers m,n > 1.
Définition
Pour chaque p € {1,...,m} et chaque g € {1,...,n}, on appelle (p, g)-éme
matrice élémentaire de M, »(K) notée E,, 4 la matrice de M, 5(IK) dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui en p-eéme ligne et en g-eme colonne qui vaut 1.
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Matrices élémentaires - Base canonique de M, ,(KK)

Considérons deux entiers m,n > 1.

Définition

Pour chaque p € {1,...,m} et chaque g € {1,...,n}, on appelle (p, g)-éme
matrice élémentaire de M, »(K) notée E,, 4 la matrice de M, 5(IK) dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui en p-eéme ligne et en g-eme colonne qui vaut 1.

01 0
Exemple.(a)Avecm=2etn=3,onaE1,2=< 0 0 0 >

0 0
(b)Avecm:Zetn:Z,OnaEz,2=(O 1>~ "

On vérifie sans difficultés :
Proposition

de Mp n(K), appelée base canonique de My, 5(KK).
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Organisation du Chapitre 2

e Les objectifs

© Matrices et et représentation matricielle d’une application linéaire

© Structure vectorielle de Mpy, »(KK)

e Produit matriciel

® Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances, nilpotence
® Inversibilité et rang

® Pivot de Gauss et ses applications

© Changement de base
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Une introduction au produit matrice-colonne

Soient m,n > 1 deux entiers et f : K" — K" une application linéaire. Fixons
B =(bi,...,bp) et y=(c1,...,cm) des bases respectives de K" et K et notons

a1 atn

Mat, 5(f) = A=

am1 <. @mpn
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Une introduction au produit matrice-colonne

Soient m,n > 1 deux entiers et f : K" — K" une application linéaire. Fixons

B =(bi,...,bp) et y=(c1,...,cm) des bases respectives de K" et K et notons
a1 L. atn
Mat, 5(f) = A=
am1 <. @mpn
Soit x € K" de coordonnées (x1,. .., Xn) dans f, i.e., x = Y.}_; Xkbk. Puisque les

coordonnées de f(bg) dans y sont données par la k-eme colonne de A, on a

Zxkf (bk) = Zxk a4 kCt +...+amkCm)-
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Une introduction au produit matrice-colonne

Soient m,n > 1 deux entiers et f : K" — K" une application linéaire. Fixons

B =(bi,...,bp) et y=(c1,...,cm) des bases respectives de K" et K et notons
a1 L. atn
Mat, 5(f) = A=
am1 <. @mpn
Soit x € K" de coordonnées (x1,. .., Xn) dans f, i.e., x = Y.}_; Xkbk. Puisque les

coordonnées de f(bg) dans y sont données par la k-eme colonne de A, on a
Zxkf (bk) = Zxk a4 kCt +...+amkCm)-

Les coordonnées de f(x) dans la base 7y sont alors données par le vecteur (écrit en
colonne)
ar1X1+...+a nXn

at,mX1 +...+amnnXn

Ceci conduit a la définition suivante :
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Multiplication d’une matrice par un vecteur colonne

Soient m,n > 1. Le produit d’une matrice A = (a k)1</<m,1<k<n € Mnn(K) avec

X
un vecteur colonne X = : € Mh 1 (KK) est un élément de Mp 1 (IK) noté AX
Xn
et défini par
ai a2 ... @in Xq ai1 Xy +aeXe +...+ainXn
as ap ... aop X2 agiXy+apXo+...+apXn
am  am2 --- @amn Xn amiX{ +a@maX2+...+dmnXn

A
E |
. . . 137
Figure 4: Schéma "Ligne x Colonne"



Exemples et commentaires

Exemple. Avec m=3etn=4,0na

1
1 2 3 1 5 1+4+9+4 18
0o 2 1 5 3 =| 0+4+43+20 | =| 27
3 -1 0 1 4 3—-2+0+4 5
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Exemples et commentaires

Exemple. Avec m=3etn=4,0na

1
1 2 3 1 5 1+4+9+4 18
0 2 5 3 = 0+4+3+20 = 27
3 -1 0 1 4 3—-2+0+4 5

Attention & la relation de compatibilité entre la taille de la matrice A € M, 5(K) et le
vecteur colonne X € M, (IK). Lexpression suivante n’est pas définie :

??abc X1 7
d e f Xo
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Exemples et commentaires

Exemple. Avec m=3etn=4,0na

]
1 2 3 1 , 1+4+9+4 18
0o 2 5 5 | =| 0+4+8+20 =] 27
3 -1 0 1 ) 3-2+0+4 5

Attention & la relation de compatibilité entre la taille de la matrice A € M, 5(K) et le
vecteur colonne X € M, (IK). Lexpression suivante n’est pas définie :

??abc X1 7
d e f Xo

On pourra retenir que les seules tailles compatibles dans le produit matrice-vecteur
colonne sont de la forme

(m,n) (n,1) > (m,1)
Taille de la matrice A Taille du vecteur colonneX Vecteur colonne AX
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Produit matrice colonne vu comme une combinaison linéaire

On a le résultat évident suivant :

Soient A € M, »(IK) de vecteurs colonnes Cy, ..., Cp. Alors, pour tout
(X1,...,xp) € K"on a
X1
n
A = Z Xy Ck .
k=1
Xn
X1
En particulier, le produit matrice colonne A : est combinaison linéaire des
Xn

colonnes de A.

139



Introduction au produit matriciel

On voudrait donner un sens au produit de deux matrices A et B de tailles respectives
mx netm' x n'. Pour cela, on peut s’inspirer du produit matrice-vecteur colonne :

A AB
B

s EEE
et |
as

——

EmuEE
Hl

. - — — —
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Introduction au produit matriciel

On voudrait donner un sens au produit de deux matrices A et B de tailles respectives
mx netm' x n'. Pour cela, on peut s’inspirer du produit matrice-vecteur colonne :

A AB
B

——

. - — — —

[
no
T

Ceci conduit a supposer que le nombre d’éléments de chaque ligne de A soit égal au
nombre d’éléments de chaque colonne de B. Autrement dit :

n:=NBR. COLONNES. de A = NBR. LIGNES. de B =: m’
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Introduction au produit matriciel

On voudrait donner un sens au produit de deux matrices A et B de tailles respectives
mx netm' x n'. Pour cela, on peut s’inspirer du produit matrice-vecteur colonne :

A A
B B

——

. - — — —

[
no
T

Ceci conduit a supposer que le nombre d’éléments de chaque ligne de A soit égal au
nombre d’éléments de chaque colonne de B. Autrement dit :

n:=NBR. COLONNES. de A = NBR. LIGNES. de B =: m’

Sous cette condition de compatibilité n= ', on peut considérer le produit
matrice/vecteur colonne
b .
1) n
(@i15---»ain) : =aj1byj+ajobpj+...+a8inbnj= Z aj k by j
k=1

bn,j
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Produit matriciel

L'étude précédente nous améne a définir le produit matriciel comme suit :

Définition

Soient m,n,p > 1 trois entiers. Le produit de A = (ajj)1<i<m,1<j<n € Mm,n(K) et de
B = (bij)1<i<ni<j<p € Mnp(K) est une matrice C = (cj)1<i<m,1<j<p € Mmp(K) de
coefficient en ligne i et colonne j

n
cij=Y aikbk; pourtoutie{1,....,m} je{1,...,p}.
e
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Exemples et commentaires

Exemple. Avec m=2=netp=3,0ona

1 2 5 6 7 _ 5+16 6+18 7+20
3 4 8 9 10 | 15+32 18+36 21+40
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Exemples et commentaires

Exemple. Avec m=2=netp=3,0ona
1 2 5 6 7 _ 5+16 6+18 7+20
3 4 8 9 10 ) \ 15432 18+36 21+40

Attention & la relation de compatibilité entre la taille de la matrice A € My (K) et la
matrice B € M), p(IK). Lexpression suivante n'est pas définie :

a2 b e f

?? h | =??
<c d) g .
I
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Exemples et commentaires

Exemple. Avec m=2=netp=3,0ona
1 2 5 6 7 _ 5+16 6+18 7+20
3 4 8 9 10 ) \ 15432 18+36 21+40

Attention & la relation de compatibilité entre la taille de la matrice A € My (K) et la
matrice B € M), p(IK). Lexpression suivante n'est pas définie :

a2 b e f

?? h | =??
<c d) g .
I

On pourra retenir que les seules tailles compatibles dans le produit matriciel sont de
la forme

(m,n) (n,p) > (m, p)
Taille de la matrice A Taille de la matriceB Taille de la matrice AB
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® Le produit matriciel n’est pas commutatif en général.

5 1 2 0 .
Avec A= etB= on voit que
3 -2 4 3
AB - 14 3 4 BA- 10 2
-2 —6 29 -2
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® Le produit matriciel n’est pas commutatif en général.

5 1 2 0 .
Avec A= etB= on voit que
3 -2 4 3
AB - 14 3 4 BA- 10 2
-2 —6 29 -2

® Etant données deux matrices A et B, il se peut que le produit matriciel AB
(resp. BA) soit bien défini mais pas BA (resp. AB).

1 4 7
1 2 3
AvecA=( )etB: 2 5 8 on voit que
3 6 9

AB < 14 32 50 .
32 77 122
mais que BA n’est pas bien définie !
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Piege a éviter : absence d’intégrité

® Contrairement au calcul dans KK, le produit de deux matrices non nulles peut

étre égal a la matrice nulle. *.

On a par exemple

10 00\ (00
0 0 o 1) \o o
Oou encore
11 3 -1\ (00
2 2 -3 1 Lo o

“Pour les futurs mathématiciens : on parle de diviseur de zéro dans un anneau (voir cours Algébre L2-L3) et
on dit que M,(IK) n’est pas un anneau integre.
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Piege a éviter : la simplification

® Soient trois matrices A, B et C telles que les produit matriciels AB et AC aient
un sens. Alors, I’'égalité AB = AC n’entraine pas en général que B = C.
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Piege a éviter : la simplification

® Soient trois matrices A, B et C telles que les produit matriciels AB et AC aient
un sens. Alors, I’'égalité AB = AC n’entraine pas en général que B = C.

—1 4 — 2 5
En effet, avec les matrices A= 0 ,B= etC= ,
0 3 5 4 5 4

on voit que
B+C

m-ac=| ° ).
15 12

et
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Propriétés du produit matriciel

La multiplication matricielle est associative, distributive a gauche et a droite par
rapport a I'addition et méme bilinéaire. Plus précisément :

Soient m, n,p,q > 1 des entiers. Ont lieu :
(@) Pour tout A € M o(IK), pour tout B € Mj »(IK), pour tout C € My, 4(K),

(AB)C = A(BC).
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Propriétés du produit matriciel

La multiplication matricielle est associative, distributive a gauche et a droite par
rapport a I'addition et méme bilinéaire. Plus précisément :

Soient m, n,p,q > 1 des entiers. Ont lieu :

(@) Pour tout A € M o(IK), pour tout B € Mj »(IK), pour tout C € My, 4(K),
(AB)C = A(BOC).

(b) Pour tout A, A’ € M 5(K), pour tout B € My, 5(K), 1,A" € K,

(AA+A'A)B=AAB+A'A'B.
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Propriétés du produit matriciel

La multiplication matricielle est associative, distributive a gauche et a droite par
rapport a I'addition et méme bilinéaire. Plus précisément :

Soient m, n,p,q > 1 des entiers. Ont lieu :
(@) Pour tout A € M o(IK), pour tout B € Mj »(IK), pour tout C € My, 4(K),
(AB)C = A(BC).
(b) Pour tout A, A’ € M 5(K), pour tout B € My, 5(K), 1,A" € K,
(AA+A'A)B=AAB+ A A'B.
(c) Pour tout A € M n(K), pour tout B, B € My, 5(K), tout 1,1 € K,

AAB+A'By=LAB+A'AB.

Démonstration. Exercice. u
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La matrice identité

Pour un entier n > 1, on appelle matrice identité d’ordre n notée I, la matrice
carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1 et tous les autres sont nuls,
i.e.,
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La matrice identité

Pour un entier n > 1, on appelle matrice identité d’ordre n notée I, la matrice
carrée de taille n dont tous les coefficients sont égaux a 1 et tous les autres sont nuls,
i.e.,

La matrice identité joue le réle d’élément neutre dans la multiplication matricielle. Plus
précisément :

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers. Alors, on a pour tout A € My, 5(IK)

Al,=1,A=A.
Démonstration. Evident. u
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Pourquoi un tel choix de multiplication ?

Soient m,n,p > 1 trois entiers, f : K" — K" et g : KP — K" deux applications
linéaires. On a vu que fo g : IKP — K" est une application linéaire.
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Pourquoi un tel choix de multiplication ?

Soient m,n,p > 1 trois entiers, f : K" — K" et g : KP — K" deux applications
linéaires. On a vu que fo g : IKP — K" est une application linéaire.

Question. On fixe deux bases y et § de K et IKP. Comment peut-on exprimer

Mat,, 5(f© ) ?

148



Pourquoi un tel choix de multiplication ?

Soient m,n,p > 1 trois entiers, f : K" — K" et g : KP — K" deux applications
linéaires. On a vu que fo g : IKP — K" est une application linéaire.

Question. On fixe deux bases y et § de K et IKP. Comment peut-on exprimer

Mat, 5(f o g)?

Réponse. On introduit une base 8 de K" et on montre que la définition du produit
matriciel donne
Maty, 5(f o g) = Mat, g (f)Matg 5(9).

Nous allons établir cette égalité dans le transparent suivant.
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(f9) (resp. mf-jf) (resp. m'?)) le coefficient en place (i, ) de Mat, g(fo g)

On note mj i
(resp. Maty, g(f) (resp. Mat,, g(g)). On note également B=(bi,...,bn),

Y=(Ct,...,Cm) et 8 =(dy,...,dp).



On note m(f 9 (resp. mf-jf) (resp. mj; ))) le coefficient en place (1,)) de Matyﬁ(fog)
(resp. Mat%ﬁ(f) (resp. Maty, g (g)). On note également 8 = (by,..., bp),
Y=(Ct,...,Cm) et 8 =(dy,...,dp). Fixons k € {1,...,p}. On a pour tout

k' e€{1,...,n}
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On note m(f 9 (resp. mf-jf) (resp. mj; ))) le coefficient en place (1,)) de Matyﬁ(fog)

(resp. Mat%ﬁ(f) (resp. Maty, g (g)). On note également 8 = (by,..., bp),
Y=(Ct,...,Cm) et 8 =(dy,...,dp). Fixons k € {1,...,p}. On a pour tout
k' e€{1,...,n}
n m
=) m(rf)b, et f(by)=Y, msk, Cs.
r=1 s=1
Grace a la linéarité de f, on peut écrire

n m
dk) Z mrk f(br) = Z m(g)(z msr Cs) = Z Z mfz) ms, cs

r=1 s=1

(I)
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On note m(f 9 (
(resp. Mat%ﬁ(f) (resp. Maty, g (g)). On note également 8 = (by,..., bp),
Y=(Ct,...,Cm) et 8 =(dy,...,dp). Fixons k € {1,...,p}. On a pour tout
k' e€{1,...,n}

n m

=) m(rf)b, et f(by)=Y, msk, Cs.

r=1 s=1

Grace a la linéarité de f, on peut écrire

n

m
dk) Z mrk f(br) = Z m(g)(z mgsfr) Cs) = Z Z mff)ms, Cs
s=1

r=1 s=1
En permutant les deux sommes,

m n n
f(g Z Z m? ml)cs) =Y (Y mPmi)e s=Y () m{) m'9)
s=1 r=1 =

s=1 r=1

resp. mf-jf) (resp. mj; ))) le coefficient en place (1,)) de Mat”;(fog)
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On note m(f 9 (resp. mf-jf) (resp. mj; ))) le coefficient en place (1,)) de Matyﬁ(fog)

(resp. Mat%ﬁ(f) (resp. Maty, g (g)). On note également 8 = (by,..., bp),
Y=(Ct,...,Cm) et 8 =(dy,...,dp). Fixons k € {1,...,p}. Onapourtout
k' e€{1,...,n}

n m
=) m(rf)b, et f(by)=Y, msk, Cs.

r=1 s=1

Grace a la linéarité de f, on peut écrire
n m
f
dk) Z mrk f(br) = Z m(g)(z mgsr) Cs) = Z Z mﬁz) msr Cs

s=1 r=1 s=1

En permutant les deux sommes,

m n m n
f(g Z Z m? ml)cs) =Y (Y mPmi)e s=Y () m{) m'9)
s=1 r=1 s=1 r=1 s=1 r=1

Par ailleurs, on a

(fog)(dk) = stk Cs.

On aboutit alors (puisque 7y est une base de ]K’”) au fait que pour tout s € {1,...

fog Z m(f)

Ceci justifie I'égalité attendue

Mat%g(fo Q)= Mat},yﬁ(f)Matﬁvg(g).

m}
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Application linéaire associée a une matrice

Ici, m,n > 1 désigne deux entiers. On a vu qu’'une application linéaire f : K" — K™
induit (via le choix de bases de IK" et IK™) une matrice M € M, »(IK).
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Application linéaire associée a une matrice

Ici, m,n > 1 désigne deux entiers. On a vu qu’'une application linéaire f : K" — K™
induit (via le choix de bases de IK" et IK™) une matrice M € M, »(IK).

Question. Est-ce que la donnée d’'une matrice induit naturellement une application
linéaire ?
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Application linéaire associée a une matrice

Ici, m,n > 1 désigne deux entiers. On a vu qu’'une application linéaire f : K" — K™
induit (via le choix de bases de IK" et IK™) une matrice M € M, »(IK).

Question. Est-ce que la donnée d’'une matrice induit naturellement une application
linéaire ?
Réponse. Oui. Pour A € My, 5(K), I'application A Mp.1(K) — M 1(K) définie par
A(X) := AX pour tout X € My 1 (K)
est linéaire d’apres la Slide 146, autrement dit :
AAX+1Y) = AAX + 1Y) = AAX + LAY = AAX) + LA(Y),
pour tout X, Y € My 1 (K) et pour tout A, 11 € K.

Si I'on veut se ramener & une application linéaire entre IK” et IK™, il suffit de
considérer A : K" — K™ définie par définie par

T
X1

AXt,.xn) = | A pour tout (xy,...,xp) € K".

Xn
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Application linéaire associée a une matrice - suite

Notons B, = (e1,...,€n) Bm = (fi,...,fm) et les bases canoniques respectives de IR"”
etR". Pour chaque i € {1,...,m} etj € {1,...,n}, notons a; le coefficient de A en
ligne i et colonne j. En remarquant que pour chaque k € {1,...,n}

Aey = C,Z: aikfy +...+amifm

nous voyons que Matg s (A) = A, autrement dit A n’est nulle autre que la
représentation matricielle de A pour les bases canoniques 3, et B, !
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Un exemple

La matrice A ci-dessous

induit naturellement une application linéaire A: Ms 1 (IR) — Mo 1(IR) définie pour tout

x,y,z € Rpar
X X
X+2y+3z
y | =A| v | = .
4x+5y+6z

z z

>)

Elle induit également I'application linéaire A : R® — IR? définie par

A(x,y,z) = (x+2y +3z,4x+5y +62) pour tout(x,y,z) € R3.
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Organisation du Chapitre 2

® Les objectifs

© Matrices et et représentation matricielle d’'une application linéaire
® Structure vectorielle de My, 5(KK)

© Produit matriciel

e Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances,
nilpotence

® Inversibilité et rang
® Pivot de Gauss et ses applications

© Changement de base
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Puissance d’une matrice carrée

Soient m,n > 1 deux entiers. Etant donnée une matrice A de taille m x n, il est clair
que le produit matriciel A < A a un sens si et seulement si m=n (i.e., A est carrée).

Définition
Pour tout A € M,(KK), on pose A® := I, et

AP = Ax AP pour tout entierp > 0.

En d’autres mots, pour A € M,(K), on a A% = |, et pour tout entier p > 1

AP=AXAX .. XA
~———— ———

p—facteurs
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Puissance d’une matrice carrée

Soient m,n > 1 deux entiers. Etant donnée une matrice A de taille m x n, il est clair
que le produit matriciel A < A a un sens si et seulement si m=n (i.e., A est carrée).

Définition
Pour tout A € M,(KK), on pose A® := I, et

AP = Ax AP pour tout entierp > 0.

En d’autres mots, pour A € M,(K), on a A% = |, et pour tout entier p > 1
AP=AxXAX..xA.
p—facteurs
Notons que I'associativité du produit matriciel nous assure pour p € IN de I'égalité
AP = A9A" pourtoutg,r €N avec q+r=p.
On dit parfois que la matrice A commute avec n'importe laquelle de ses puissances.
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1 0 1
Soit A= 0 —1 0 |. Nous allons déterminer une formule permettant de
0o 0 2

calculer la puissance p-eéme de A pour p > 1 entier.
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1 0 1
Soit A= 0 —1 0 |. Nous allons déterminer une formule permettant de
0o 0 2

calculer la puissance p-eéme de A pour p > 1 entier.

Il n’est pas difficile de voir que

1.0 3 1 0 7 1 0 15
A=l o 1 0o [.A=]0 -1 0 et A< 0 1 0
0 0 4 0 0 8 0 0 16
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1 0 1
Soit A= 0 —1 0 |. Nous allons déterminer une formule permettant de
0o 0 2

calculer la puissance p-eéme de A pour p > 1 entier.

Il n’est pas difficile de voir que

1.0 3 1 0 7 1 0 15
A=l o 1 0o [.A=]0 -1 0 et A< 0 1 0
0 0 4 0 0 8 0 0 16

Par récurrence, on montre alors que

1 0 2°—1
AP=| 0 (=1 0 pour tout entierp > 1.
0 0 2P

155



Binome dans M,(KK)

Observons que pour tout A, B € M(KK) (n > 1 entier),
(A+B)? = (A+B)(A+B) = A> + BA+ AB+ B2,
et
(A+B)® = (A+B)?(A+B) = (A% + BA+ AB+ B%)(A+ B)
=A%+ BA? 1 ABA+B>A+ A°B+ BAB+ AB? + B,
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Binome dans M, (K)

Observons que pour tout A, B € M(KK) (n > 1 entier),
(A+B)? = (A+B)(A+B) = A> + BA+ AB+ B2,
et
(A+B)® = (A+B)?(A+B) = (A% + BA+ AB+ B%)(A+ B)
=A%+ BA? 1 ABA+B>A+ A°B+ BAB+ AB? + B,

Etant donné p € IN, on rappelle que

k. (P) ._ p!
Cp = <k> = KK pour toutk € {0,...,p}.
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Binome dans M, (K)

Observons que pour tout A, B € M,(KK) (n > 1 entier),
(A+B)? = (A+B)(A+B) = A> + BA+ AB+ B2,
et
(A+B)® = (A+B)?(A+B) = (A% + BA+ AB+ B%)(A+ B)
= A+ BA? + ABA+ B2A+ AB+ BAB+AB? + B%.

Etant donné p € IN, on rappelle que

k_(PY._ P
Cp = <k> = KK pour toutk € {0,...,p}.

Proposition (Formule du binome)
Soient n > 1 et A, B € .#,(K). Si A et Bcommutent (i.e., si AB = BA), alors on a

P
(A+B)P =Y CsA*BP* pourtoutp € N.
k=0
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Binome dans M, (K)

Observons que pour tout A, B € M,(KK) (n > 1 entier),
(A+B)? = (A+B)(A+B) = A> + BA+ AB+ B2,
et
(A+B)® = (A+B)?(A+B) = (A% + BA+ AB+ B%)(A+ B)
= A+ BA? + ABA+ B2A+ AB+ BAB+AB? + B%.

Etant donné p € IN, on rappelle que

k_(PY._ P
Cp = <k> = KK pour toutk € {0,...,p}.

Proposition (Formule du binome)
Soient n > 1 et A, B € .#,(K). Si A et Bcommutent (i.e., si AB = BA), alors on a

P
(A+B)P =Y CsA*BP* pourtoutp € N.
k=0
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La démonstration

Supposons que A et B commutent. Procédons par récurrence. La propriété souhaitée
a lieu pour 'exposant 0 puisque (A+B)° =1, et A° = B =1,,. Fixons p € N et
supposons que (A+B)P = Zi:o CkAkBp*k. Le fait que A et B commutent donne

(A+B)P*" = (A+B)(A+B)? ZC"A"”BP K Zc"Ak BP1—k,
k=0 k=0

On a alors
p+1 p
(A+B)p+1 _ Z ngAkBpnfk + Z CSAkBprk’
k=1 k=0
d’ou I'on tire

P
A+B p+l _ Z Ck AkBp+1 k+Ap+1 +Bp+1
k=1

En combinant ceci et I'égalité C '+ Cf = C, ; valide pour tout k € {1,..., p}, on
aboutit sans difficultés a

P p+1
(A+BP =Y CfARBPT I L AP BT 2 Y O ARBPTT K,
k=1 k=0

La récurrence est terminée.
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Exemple d’utilisation du bin6me

On s’intéresse au calcul des puissances successives de la matrice

1
2
1
0

o O o =
o O = =
—_ W = =
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Exemple d’utilisation du bin6me

On s’intéresse au calcul des puissances successives de la matrice

—_ W = =

1
2
1
0

o O O =
o O = =

En introduisant N := A— 4, il vient d’une part
NK=0 pour toutk > 4

et d’autre part (car I4 commute avec N)

2

1 p p* pp*—p+1)
o k_y - 01 2 3p_2
(N+I4)p=Ap=ZCkaIp k=ZCkaIp k_ p  pBp—2)
Pt T4 p'N a4 3
k=0 k=0 0 0 1 p
0 0 O 1
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Matrices nilpotentes

La matrice N de I'exemple précédent est non nulle et satisfait N* = 0. Nous allons
donner a un nom a ce type de matrices.
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Matrices nilpotentes

La matrice N de I'exemple précédent est non nulle et satisfait N* = 0. Nous allons
donner a un nom a ce type de matrices.

Définition

Soit n > 1 un entier. On dit que A € M,(IK) est nilpotente lorsqu'’il existe un entier
N > 1 tel que AN = OM,,(]K)-
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Matrices nilpotentes

La matrice N de I'exemple précédent est non nulle et satisfait N* = 0. Nous allons
donner a un nom a ce type de matrices.

Définition
Soit n > 1 un entier. On dit que A € M,(IK) est nilpotente lorsqu'’il existe un entier
N > 1 tel que AN = OM,,(]K)-

Exemples/Exercices.

o La matrice

est nilpotente car A° = 0.
o Le produit de deux matrices nilpotentes qui commutent est nilpotente.

o La somme de deux matrices nilpotentes qui commutent est nilpotente.
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Transposée

Nous poursuivons notre étude avec diverses opérations élémentaires sur les
matrices. La transposition est 'une d’entre elles : elle permute les réles des lignes et
des colonnes.

Définition (Matrice transposée)

Soit m,n > 1 deux entiers, A = (ak)1</<m,1<k<n € Mm n(IK). On appelle transposée
de Anotée AT = (bk,)1<k<n,i1<i<m € Mnm(IK) définie par

bk=ajk pourtoutk e {1,...,n},/€{1,...,m}.

Exemple. Si A=
4 5 6

1 4
1 2 3

),alorsonaAT= 2 5

3 6
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Premieres propriétés de la transposée

Soit m,n > 1 deux entiers, A, A’ € M, n(K), B € M p(K), 4,1 € K. Ont lieu :

(a) La transposition est involutive, i.e.,
ANT = A.
(b) La transposition est linéaire, i.e.,
AA+uA)T = AAT + AT,
(c) La transposition intervertit 'ordre des facteurs dans un produit, i.e.,

(AB)T =BTAT.

Démonstration. Exercice. u

Nous verrons dans la suite deux importantes propriétés supplémentaires de la
transposée concernant les notions de rang et d’inverse.
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Matrices symétriques et antisymétriques

La transposition est au centre de la définition suivante :

Définition

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est symétrique (resp.
antisymétrique) lorsque A” = A (resp. AT = —A). Lensemble des matrices
symétriques (resp. antisymétrique) est noté S, (IK) (resp. An(K)).
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Matrices symétriques et antisymétriques

La transposition est au centre de la définition suivante :

Définition
Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est symétrique (resp.
antisymétrique) lorsque A” = A (resp. AT = —A). Lensemble des matrices

symétriques (resp. antisymétrique) est noté S, (IK) (resp. An(K)).

Exemples. (a) Les matrices

-1 0 5 0 4 2
A= 0 2 —1 et B= -4 0 -5
5 -1 0 -2 5 0

sont respectivement symétrique et antisymétrique.
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Matrices symétriques et antisymétriques

La transposition est au centre de la définition suivante :

Définition

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est symétrique (resp.
antisymétrique) lorsque A” = A (resp. AT = —A). Lensemble des matrices
symétriques (resp. antisymétrique) est noté S, (IK) (resp. An(K)).

Exemples. (a) Les matrices

-1 0 5 0 4 2
A= 0 2 —1 et B= -4 0 -5
5 -1 0 -2 5 0

sont respectivement symétrique et antisymétrique.
(b) Pour n > 1 et C € My(K), les matrices CCT et CT C sont symétriques.
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Matrices symétriques et antisymétriques

La transposition est au centre de la définition suivante :

Définition

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est symétrique (resp.
antisymétrique) lorsque A” = A (resp. AT = —A). Lensemble des matrices
symétriques (resp. antisymétrique) est noté S, (IK) (resp. An(K)).

Exemples. (a) Les matrices

-1 0 5 0 4 2
A= 0 2 —1 et B= -4 0 -5
5 -1 0 -2 5 0

sont respectivement symétrique et antisymétrique.
(b) Pour n > 1 et C € My(K), les matrices CCT et CT C sont symétriques.
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Deux sous-espaces vectoriels de M, (K)

Le résultat suivant nous dit en particulier que toute matrice carrée s’écrit de maniére
unique comme la somme d’'une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

Proposition
Soit n > 2 un entier. La partie Sy(KK) (resp. An(IK)) est un sous-espace vectoriel de
"1y De plus, on a l'égalité

Mp(K) de dimension "("2*1) (resp. H(T

Mn(K) = Sn(K) © An(K).

Démonstration. |l est clair que S,(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels de
"( 1 et "( . Par ailleurs, seule la matrice nulle

M, (K) de dimensions respectives
={0}. Enfin, on

est a la fois symétrique et antlsymetrlque, ie., Sn(IK) NApK
observe que M € M,(K) est la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

antisymétrique puisque
1
M=—-(M+MT)+ > M= M7y.
On conclut que My(K) = S, (K) & An(K).
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Trace d’une matrice carrée

On introduit a présent une quantité fondamentale associée a une matrice carrée :

Définition (Trace)
Soit n > 1 un entier. On appelle trace de A = (a)x)1</,k<n € Ma(K) I'élément de K
défini par

n
tr(A) ==tr = Zafﬁf'
j=1

ant ... @ann
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Trace d’une matrice carrée

On introduit a présent une quantité fondamentale associée a une matrice carrée :

Définition (Trace)
Soit n > 1 un entier. On appelle trace de A = (a)x)1</,k<n € Ma(K) I'élément de K

défini par
at 1 ayn
n
tr(A) ==tr = Zafﬁf'
j=1
ant ... @ann
1 -2
Exemple. A= 5 2 0 =1+2+3=6.
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Trace d’une matrice carrée

On introduit a présent une quantité fondamentale associée a une matrice carrée :

Définition (Trace)
Soit n > 1 un entier. On appelle trace de A = (a)x)1</,k<n € Ma(K) I'élément de K

défini par
a1l 0 @n
n
tr(A) ==tr = Zafﬁf'
j=1
ant ... @ann
1 -2 4
Exemple. A= 5 2 0 =1+2+3=6.
-7 8 3

Attention, la trace n’est définie que pour des matrices carrées. Ainsi, I'expression
suivante n’a pas de sens :
?2?r T2 =??
4 5 6
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Propriétés de la trace

Les premiéres propriétés de la trace sont données dans la proposition suivante :

Soit n > 1 un entier. Pour tout A, B € M,(KK) et pour tout & € K, on a:
(a) tr(ln) =

(b) tr(A + B) = tr(A) + tr(B);

(c) tr(aA) = atr(A);

(d) tr(AT) = tr(A);

(e) tr(AB) = tr(BA).

Démonstration. Seule (e) mérite une justification. Légalité de (e) est une
conséquence du fait que pour toute famille (double) (u; j)1<jj<n d'éléments de K on a

n

ujj = Z

j=11

.M:
.MD
M:

]
—
I
-

Uijj.

165



Organisation du Chapitre 2

® Les objectifs

© Matrices et et représentation matricielle d’une application linéaire

© Structure vectorielle de Mpy, »(KK)

® Produit matriciel

® Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances, nilpotence
e Inversibilité et rang

® Pivot de Gauss et ses applications

® Changement de base
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Inverse d’une matrice

Pour x € IK non nul, on note en général x ' 'unique élément de K tel que

x.x~" = 1. Ceci conduit naturellement & la définition suivante :
Définition (Inverse)

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est inversible dans M,(K) lorsqu'’il
existe B € M,(K) telle que AB=BA= Ip.

Dans ce cas, on dit que B est un inverse de A dans M,(KK). Lensemble des
matrices inversibles de M,(IK) est appelé groupe (général) linéaire et est noté
GL(K).
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Inverse d’une matrice

Pour x € IK non nul, on note en général x ' 'unique élément de K tel que
x.x~" = 1. Ceci conduit naturellement & la définition suivante :
Définition (Inverse)
Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est inversible dans M,(K) lorsqu'’il
existe B € M,(K) telle que AB=BA= Ip.
Dans ce cas, on dit que B est un inverse de A dans M,(KK). Lensemble des
matrices inversibles de M,(IK) est appelé groupe (général) linéaire et est noté
GL(K).

En fait, nous allons montrer qu’'une matrice inversible n’admet qu’un seul inverse.

167



Inverse d’une matrice

Pour x € IK non nul, on note en général x ' 'unique élément de K tel que
x.x~! = 1. Ceci conduit naturellement a la définition suivante :

Définition (Inverse)

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est inversible dans M,(K) lorsqu'’il
existe B € M,(K) telle que AB=BA= Ip.

Dans ce cas, on dit que B est un inverse de A dans M,(KK). Lensemble des
matrices inversibles de M,(IK) est appelé groupe (général) linéaire et est noté
GL(K).

En fait, nous allons montrer qu’'une matrice inversible n’admet qu’un seul inverse.
Proposition

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). Si A est inversible dans M,(IK), alors elle admet
un unique inverse dans M, (IK), noté A~".
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Inverse d’une matrice

Pour x € IK non nul, on note en général x ' 'unique élément de K tel que

x.x~" = 1. Ceci conduit naturellement & la définition suivante :
Définition (Inverse)

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). On dit que A est inversible dans M,(K) lorsqu'’il
existe B € M,(K) telle que AB=BA= Ip.

Dans ce cas, on dit que B est un inverse de A dans M,(KK). Lensemble des

matrices inversibles de M,(IK) est appelé groupe (général) linéaire et est noté
GLu(K).

En fait, nous allons montrer qu’'une matrice inversible n’admet qu’un seul inverse.
Proposition

Soient n > 1 un entier, A € M,(KK). Si A est inversible dans M,(IK), alors elle admet
un unique inverse dans M, (IK), noté A~".

Preuve. Supposons que A soit inversible dans M,(K). Soient By, B> € My(IK) deux
inverses de A dans M,(K), i.e., ABj = BiA =1, pour tout i € {1,2}. Il vient alors
ABy — AB> = A(By1 — Bo) = OMH(]K) et

Bi[A(B1 — B2)] = (B1A)(B1 — Bz) = By — Bz = Oy, (K)- 167



Inverse dans M,(K)

3 0
® La matrice A= ( 5 0 ) n’est pas inversible dans Ma(IK).
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Inverse dans M,(K)

3 0
® La matrice A= ( 5 0 ) n’est pas inversible dans Ma(IK).

1 2
® La matrice B = ( 0 3 > est inversible dans Ma(IK).
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Inverse dans M,(K)

3 0
® La matrice A= ( 5 0 ) n’est pas inversible dans Ma(IK).

1
® La matrice B= < 0

2
3 ) est inversible dans Ma(IK).

a b
® Plus généralement, pour a, b, c,d € KK, la matrice M = d est inversible
c

dans My (KK) si et seulement si det(M) := ad — bc # 0. Si tel est le cas, on a

T d b
Tad—bc\ —c a
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Inversibilité et opérations

Proposition
Soient n > 1 un entier et A, B € GL(K). Alors, on a AB € GL,(K) et

AB~'=B71Aa"".
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Inversibilité et opérations

Proposition
Soient n > 1 un entier et A, B € GL(K). Alors, on a AB € GL,(K) et

AB~'=B71Aa"".

Démonstration. |l suffit d’écrire
B A YAaB =B (A TAB=B'B=1,

et
ABB A Y =ABB YA = AATT =1,
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Inversibilité et opérations

Proposition
Soient n > 1 un entier et A, B € GL(K). Alors, on a AB € GL,(K) et

AB~'=B71Aa"".

Démonstration. |l suffit d’écrire
B A YAaB =B (A TAB=B'B=1,

et
ABB A Y =ABB YA = AATT =1,
| |

ATTENTION : ce résultat n’est pas valable pour I'addition. En effet, la somme de deux
matrices inversibles n’est en général PAS une matrice inversible :

1.0 -1 0 0
N - .
0 1 0 —1 Mn ()
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Inversibilité et opérations

Proposition
Soient n > 1 un entier et A, B € GL(K). Alors, on a AB € GL,(K) et

AB~'=B71Aa"".

Démonstration. |l suffit d’écrire
B A YAaB =B (A TAB=B'B=1,
et
ABB A Y =ABB YA = AATT =1,
| |

ATTENTION : ce résultat n’est pas valable pour I'addition. En effet, la somme de deux
matrices inversibles n’est en général PAS une matrice inversible :

1.0 -1 0 0
N - .
0 1 0 —1 Mn ()

Puissance de I'inverse. Soit n > 1 un entier. Pour A € GL,(IK), on note

A~P := (A~")? pour tout entier p > 1.
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Une introduction au rang

1 2 3 4 5
A=
6 7 8 9 10
On sait donner un sens au rang R, de la famille des vecteurs lignes de A, i.e.,
Ry :=dimvect{(1,2,3,4,5),(6,7,8,9,10)} .

Une méme remarque vaut pour le rang R de la famille des vecteurs colonnes de A,

sl () () () () (3)
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Une introduction au rang

1 2 3 4 5
A=
6 7 8 9 10
On sait donner un sens au rang R, de la famille des vecteurs lignes de A, i.e.,
Ry :=dimvect{(1,2,3,4,5),(6,7,8,9,10)} .

Une méme remarque vaut pour le rang R de la famille des vecteurs colonnes de A,

() () (2) ()3}

A priori, ces deux entiers n'ont aucune raison d’étre égaux puisque Ry correspond a
la dimension d'un sous-espace vectoriel de IK® et R¢ a la dimension d'un
sous-espace vectoriel de Mo 1(IK).
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Une introduction au rang

1 2 3 4 5
A=
6 7 8 9 10
On sait donner un sens au rang R, de la famille des vecteurs lignes de A, i.e.,
Ry :=dimvect{(1,2,3,4,5),(6,7,8,9,10)} .

Une méme remarque vaut pour le rang R de la famille des vecteurs colonnes de A,

() () (2) ()3}

A priori, ces deux entiers n'ont aucune raison d’étre égaux puisque Ry correspond a
la dimension d'un sous-espace vectoriel de IK® et R¢ a la dimension d'un
sous-espace vectoriel de Mo 1(IK).

Nous allons en fait voir que R; et Rc sont égaux et ceci quelque soit la matrice
considérée.
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Rang d’une matrice

Théoreme
Soient m,n > 1 deux entiers et A € M p(KK).
Alors, le rang de la famille des vecteurs lignes de A (éléments de K”) est égal au
rang de ses vecteurs colonnes (éléments de Mp, 1(K)). De plus, en notant rg A cet
entier, on a

rg A < min{m, n}.

Lentier rg A donné par le théoréme précédent est appelé rang de la matrice A.
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Rang d’une matrice

Soient m,n > 1 deux entiers et A € M p(KK).
Alors, le rang de la famille des vecteurs lignes de A (éléments de K”) est égal au
rang de ses vecteurs colonnes (éléments de Mp, 1(K)). De plus, en notant rg A cet
entier, on a

rg A < min{m, n}.

Lentier rg A donné par le théoréme précédent est appelé rang de la matrice A.

Une matrice et sa transposée ont méme rang.
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Démonstration

Démonstration. Notons Ly,...,L, les lignes de Aet Cy,..., C, les colonnes de A.
Onpose I :=rg{Li,...,Lm} qui correspond par définition a

I=dimV avecV :=vect{Ly,...,Ln} C K"
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Démonstration

Démonstration. Notons Ly,...,L, les lignes de Aet Cy,..., C, les colonnes de A.
Onpose I :=rg{Li,...,Lm} qui correspond par définition a

I=dimV avecV :=vect{Ly,...,Ln} C K"

On va montrer que le rang de la famille (C4,..., Cp) estinférieur a . Si A= 0y, k), il
n’y a rien a établir. Supposons donc que A ne soit pas nulle, en particulier on a que
V # {0}. Ceci permet de considérer une base (by,...,b;) de V.
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Démonstration

Démonstration. Notons Ly,...,L, les lignes de Aet Cy,..., C, les colonnes de A.
Onpose I :=rg{Li,...,Lm} qui correspond par définition a

I=dimV avecV :=vect{Ly,...,Ln} C K"

On va montrer que le rang de la famille (C4,..., Cp) estinférieur a . Si A= 0y, k), il
n’y a rien a établir. Supposons donc que A ne soit pas nulle, en particulier on a que
V # {0}. Ceci permet de considérer une base (b, ..., b) de V. Pour chaque
ie{1,....m}, ilexiste Aiy,...,Ai; € KetBi1,...,Bin € Ktels que

Li=Aigbi+...+Aiby et bj=(Bi1,...,Bin)
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Démonstration

Démonstration. Notons Ly,...,L, les lignes de Aet Cy,..., C, les colonnes de A.
Onpose I :=rg{Li,...,Lm} qui correspond par définition a

I=dimV avecV :=vect{Ly,...,Ln} C K"

On va montrer que le rang de la famille (C4,..., Cp) estinférieur a . Si A= 0y, k), il
n’y a rien a établir. Supposons donc que A ne soit pas nulle, en particulier on a que
V # {0}. Ceci permet de considérer une base (b, ..., b) de V. Pour chaque
ie{1,....m}, ilexiste Aiy,...,Ai; € KetBi1,...,Bin € Ktels que

Li=2i1bi+...+ b et bi=(Bi1,...,Bin)

On montre sans difficultés que pour toutj € {1,...,n},on a
M1 M2 Ay
2421 l22 ;L2./
Ci=Bij| . |+Bj| . f++By
A.m71 Aam$2 lm‘/
| S — | S —— | S —

=4 =P, =P
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Démonstration - Suite et fin

Cette derniére égalité montre que
vect{Cy,...,Cn} C vect{Py,..., D}.

On conclut alors que
rg{C1,...,Cn} </,

i.e., le rang de la famille des vecteurs colonnes de A est majoré par le rang des
vecteurs lignes de A. De la méme maniere, on montre I'inégalité renversée, ce qui
permet d’aboutir a I'égalité attendue. |
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Exemples et erreur classique

ERREUR CLASSIQUE. "Le rang correspond au nombre de lignes et/ou de colonnes

non nulles".
1 2 3
A=| 2 4 1
3 6 5
1 2 3 3
rg A =dimvect 2 |, 4 |, 1 = dimvect 2 1, 1 =2
3 6 5 3 5

Un autre exemple est donné par :

rg ’ =1 et rgly=rg =n pourtoutn> 1.
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Deux notions de rang ?

A ce stade, nous disposons d’une notion de rang pour les applications linéaires et
d’'une notion de rang pour les matrices. Le résultat suivant dit que le rang d’'une
application linéaire est celui de n'importe laquelle de ses matrices associées.
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Deux notions de rang ?

A ce stade, nous disposons d’une notion de rang pour les applications linéaires et
d’une notion de rang pour les matrices. Le résultat suivant dit que le rang d’une
application linéaire est celui de n'importe laquelle de ses matrices associées.
Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K” — K" une application linéaire, B une base de
K" et v une base de K™. On a

rg(f) =rg (Matyﬁ (f)) .
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Deux notions de rang ?

A ce stade, nous disposons d’une notion de rang pour les applications linéaires et
d’une notion de rang pour les matrices. Le résultat suivant dit que le rang d’une
application linéaire est celui de n'importe laquelle de ses matrices associées.
Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K” — K" une application linéaire, B une base de
K" et v une base de K™. On a

rg(f) =rg (Matyﬁ (f)) .

Démonstration. Notons M = (mp q)1<p<m,1<q<n = Mat%ﬁ(f) de colonnes Cy, ..., Cp.
Notons également 3 := (b1, ...,bp) et (e1,...,en) la base canonique de K". On a
rg(f) = dimim(f)
=dimvect{f(by),...,f(bn)}
= dimvect{Me] ..., Me] }
=dimvect{Cy,...,Cp} = rg(M).
Ceci termine la démonstration. ]
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Exemple d’utilisation de la proposition précédente

On considére I'application linéaire f : K2 — K2 définie par
f(x,y) = (@x+y,—x+3y,x) pour tout (x, y) € K2.

On consideére ici les bases canoniques 3 de IK? et y de IK®. On a déja vu (au
début du chapitre) que

2 1
Mat,g(f=| —1 3
10

Le rang de cette matrice est évidemment 2 puisque les vecteurs colonnes de celle-ci
forment une famille libre. On en déduit par la proposition précédente que I'application
linéaire f est de rang 2.
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Noyau d’une matrice

On peut définir la notion de noyau pour les matrices en s’inspirant de ce qui a été fait
pour les applications linéaires.

Définition (Noyau d’une matrice)
On appelle noyau de A € My, o(K) avec m,n > 1 entiers 'ensemble

ker(A) := {X € My 1(K) : AX =0}.

1 2
Exemple. Soit A= ( 3 > € Mo(IR). Par définition, on a

X1 . 1 2 X1 _ 0
ker(A)z{( X2 ) €M211 (R) ( -1 3 ) < X2 >_( 0 >}
<X1>6M2ﬁ1um: 2 =0 {(°>}

X2 —x1+3x2 =0 0
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Théoréme du rang (pour les matrices)

On peut maintenant développer un théoréme du rang propre aux matrices.

Théoréme du rang (version matricielle)
Soient m,n > 1 deux entiers, A € My, (KK). Alors, on a

dim ker(A) +rg(A) = n.

Démonstration. On introduit A : Mp 1 (K) — Mp 1 (K) I'application linéaire
naturellement associée a A dont on rappelle qu’elle est définie par

Ax = Ax pour tout x € Mp 1(K).
On a évidemment ker(ﬁ) = ker(A) et

im(A) = {Ax : x € Mn1(K)} = vect{e] ,...,el} = vect{Cy,...,Cn},

ou (ey,...,en) désigne la base canonique de K" et Cy, ..., Cy, les colonnes de A. On
en déduit rg(A) = dimA. Il reste a appliquer le théoreme du rang pour conclure. ]
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Injectivité, surjectivé et bijectivité via la représentation matricielle

Nous pouvons caractériser l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité d’'une application
linéaire a travers la donnée du rang de n’importe laquelle de ses représentations
matricielles.

Corollaire

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K™ une application linéaire, 8 une base de
K" et y une base de K. Pour M := Mat, g(f) € Mm »(KK), on a les équivalences :
(a) f est injective si et seulement si ker(M) = {0} si et seulement si rg(M) = n.

(b) f est surjective si et seulement si rg(M) = m.

(c) f est bijective si et seulement si rg(M) = n=m.

Démonstration. Il suffit de combiner les résultats des transparents 178, 175 et 107
pour établir les trois équivalences souhaitées. |
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Nombre de solutions d’un systéme linéaire - Point de vue matriciel

Nous allons (re)voir que la notion de rang est liée a I'existence de solutions pour les
systemes linéaires.
Soient m,n > 1 deux entiers et (a;j )1 <j<m,1<j<n €t (bk)1<k<m deux familles
d’éléments de K. On considére le systéme linéaire d’inconnue (xi, ..., x,) € K"

a1 Xy +...+aipXn = b1

(S)

am X1 +...+ampXn = bm
A ce systeme linéaire, nous pouvons associer (comme nous I'avons déja vu)
I'application linéaire f : K" — K™ définie par
f(X1,...,Xn) =(@11X1 +...+@1nXn, ..., @mi X +...+amnXn) poUr tout(xy,...,xp) € K".
Remarquons que la matrice de f dans les bases canoniques de K" et K™ notées
respectivement f3, et B, n'est nulle autre que

at ... @n
A= Matﬁmﬁn(f) =

am ... a@mn
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Nombre de solutions d’un systéme linéaire - suite et fin

Le résultat sur le nombre de solutions d’'un systeme linéaire (Transparent 108) ainsi
que le Transparent 179 donne immédiatement la :

Proposition

Ont lieu :

Si rg(A) = n, alors le systeme linéaire (S) a au plus une solution.

Sirg(A) = m, alors le systeme linéaire (S) admet au moins une solution.
Si rg(A) = m = n, alors le systeme linéaire (S) a exactement une solution.
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Sous-matrice

Dans I'étude du rang intervient régulierement la notion de sous-matrices.

Définition (Sous-matrice)
Soit A une matrice. On appelle sous-matrice (on dit encore matrice extraite) de A
toute matrice obtenue par une suppression d’une ou plusieurs lignes et/ou colonnes

de la matrice A.
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Sous-matrice

Dans I'étude du rang intervient régulierement la notion de sous-matrices.

Définition (Sous-matrice)

Soit A une matrice. On appelle sous-matrice (on dit encore matrice extraite) de A
toute matrice obtenue par une suppression d’une ou plusieurs lignes et/ou colonnes
de la matrice A.

Exemple. A= 5 6 7 8 posséde les sous-matrices
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Rang et sous-matrice

On a l'important résultat suivant :

Proposition
Soit A une matrice de rang r. Ont lieu :

(a) Pour toute sous-matrice B de A, on a rg(B) < rg(A).
(b) La matrice A possede une sous-matrice inversible de taille r x r.

(c) Aucune sous-matrice carrée de taille plus grande strictement que r n’est
inversible.

Exemple. La matrice

* % k%
A= 1 2 % %
3 4 x x

est de rang supérieur ou égal a 2.
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Démonstration

Démonstration. On suppose que A € M, »(IK) pour deux entiers m,n > 1.
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Démonstration

Démonstration. On suppose que A € M, »(IK) pour deux entiers m,n > 1.

(a) Soit B une sous-matrice de A. On peut supposer p :=r1g(B) > 1. Il existe alors p
lignes de B qui forment une famille libre . En complétant ces lignes par les
composantes supprimées de A, on obtient p lignes de A qui forment encore une
famille libre de IK". On en déduit que p < rg(A).
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Démonstration

Démonstration. On suppose que A € M, »(IK) pour deux entiers m,n > 1.

(a) Soit B une sous-matrice de A. On peut supposer p :=r1g(B) > 1. Il existe alors p
lignes de B qui forment une famille libre . En complétant ces lignes par les
composantes supprimées de A, on obtient p lignes de A qui forment encore une
famille libre de IK". On en déduit que p < rg(A).

(b) Soit F le sous-espace vectoriel de K" engendré par les lignes de A. On peut
supposer F # {0}. Le théoréme de la base incompléte nous dit qu'il existe r lignes de
A qui forment une base de F. On note B € M; (KK) la sous-matrice de A ainsi
obtenue qui satisfait rg(B) = r. Si n=r, c’est terminé. Supposons n > r. On note G le
sous-espace vectoriel de M; 1 (IK) engendré par les colonnes de B. Puisque G est de
dimension r < n, le théoreme de la base incompléte nous dit qu'il existe r colonnes
de A qui forment une base de G. La sous-matrice C de B est carrée de taille r et
vérifie rg(C) =r.
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Démonstration

Démonstration. On suppose que A € M, »(IK) pour deux entiers m,n > 1.

(a) Soit B une sous-matrice de A. On peut supposer p :=r1g(B) > 1. Il existe alors p
lignes de B qui forment une famille libre . En complétant ces lignes par les
composantes supprimées de A, on obtient p lignes de A qui forment encore une
famille libre de IK". On en déduit que p < rg(A).

(b) Soit F le sous-espace vectoriel de K" engendré par les lignes de A. On peut
supposer F # {0}. Le théoréme de la base incompléte nous dit qu'il existe r lignes de
A qui forment une base de F. On note B € M; (KK) la sous-matrice de A ainsi
obtenue qui satisfait rg(B) = r. Si n=r, c’est terminé. Supposons n > r. On note G le
sous-espace vectoriel de M; 1 (IK) engendré par les colonnes de B. Puisque G est de
dimension r < n, le théoreme de la base incompléte nous dit qu'il existe r colonnes
de A qui forment une base de G. La sous-matrice C de B est carrée de taille r et
vérifie rg(C) =r.

(c) Conséquence directe de (b). |
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La multiplication matricielle n’augmente pas le rang

Proposition
Soient m,n,p > 1 trois entiers. Pour tout A € M, 5(KK) et B € M, 5(KK), on a

rg(AB) < min (rg(A),rg(B)).
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La multiplication matricielle n’augmente pas le rang

Proposition
Soient m,n,p > 1 trois entiers. Pour tout A € M, 5(KK) et B € M, 5(KK), on a

rg(AB) < min (rg(A),rg(B)).

Démonstration. De la définition du produit matriciel AB, on tire tout de suite que les
colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des colonnes de A, d’'ou la
majoration

1g(AB) < rg(A).

De méme, les lignes du produit matriciel AB sont des combinaisons linéaires des
lignes de B, en particulier
rg(AB) < rg(B).

Le résultat voulu est démontré. [ |
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Quelques caractérisations de I'inversibilité

On donne ici plusieurs caractérisations de linversibilité d’'une matrice.

Soient n > 1 un entier et A € M,(IK). Sont équivalentes :
(a) A est inversible dans M, (IK);

(b) Il existe B € My(K) telle que AB=1,;

(c) Il existe C € My (K) telle que CA =1,;

(d) Les colonnes de A forment une base de M, 1(KK);

(e) Les lignes de A forment une base de K";

(fyrgA=n;

(9) ker(A) = {0}.
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Démonstration

Démonstration. Les assertions (d), (e) et (f) sont équivalentes puisque le rang de A
correspond a la fois a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les lignes
de A et a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A. Par
ailleurs, le théoreme du rang nous dit que (f) et (g) sont équivalentes.
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Démonstration

Démonstration. Les assertions (d), (e) et (f) sont équivalentes puisque le rang de A
correspond a la fois a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les lignes
de A et a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A. Par
ailleurs, le théoreme du rang nous dit que (f) et (g) sont équivalentes.

(d) = (b) Notons (eq,..., ep) la base canonique de M, 1(K) et Cy,...,Cp les
colonnes de A. Pour chaque / € {1,...,n}, il existe (ﬁk71)1§k§n une famille de K telle
que e/ = Y.7_; PBk,iCk. La matrice B := (Bx )1<k,i<n satisfait alors I, = AB.

(e) = (c) est analogue a (d) = (b).
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Démonstration

Démonstration. Les assertions (d), (e) et (f) sont équivalentes puisque le rang de A
correspond a la fois a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les lignes
de A et a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A. Par
ailleurs, le théoreme du rang nous dit que (f) et (g) sont équivalentes.

(d) = (b) Notons (eq,..., ep) la base canonique de M, 1(K) et Cy,...,Cp les
colonnes de A. Pour chaque / € {1,...,n}, il existe (ﬁk71)1§k§n une famille de K telle
que e/ = Y.7_; PBk,iCk. La matrice B := (Bx )1<k,i<n satisfait alors I, = AB.

(e) = (c) est analogue a (d) = (b).

(b) = (d) On sait déja que rg A < n. D’autre part, nous avons rg(AB) = n < rgA.
(c) = (e) est analogue a (b) = (d).
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Démonstration

Démonstration. Les assertions (d), (e) et (f) sont équivalentes puisque le rang de A
correspond a la fois a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les lignes
de A et a la dimension du sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A. Par
ailleurs, le théoreme du rang nous dit que (f) et (g) sont équivalentes.

(d) = (b) Notons (eq,..., ep) la base canonique de M, 1(K) et Cy,...,Cp les
colonnes de A. Pour chaque / € {1,...,n}, il existe (ﬁk71)1§k§n une famille de K telle
que e/ = Y.7_; PBk,iCk. La matrice B := (Bx )1<k,i<n satisfait alors I, = AB.

(e) = (c) est analogue a (d) = (b).

(b) = (d) On sait déja que rg A < n. D’autre part, nous avons rg(AB) = n < rgA.

(c) = (e) est analogue a (b) = (d).

(a) = (b) est triviale. Il reste a établir (b) = (a) pour conclure. Puisque (b) est
équivalente a (a), on peut supposer qu'il existe B, C € M,(K) telle que
AB=1,=CA.

Il suffit alors d’écrire
B=1,B=(CAB=C(AB)=Cl,=_C.
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Commentaires

Ainsi, pour montrer l'inversibilité de A € M, (IK) (n > 1), on peut utiliser la propriété (b)
(resp. (c)) qui demande seulement I'existence d’un inverse a droite (resp. a gauche)
de A, i.e., I'existence de B € M,(KK) (resp. de C € My(K)) telle que

AB=1, (resp.CA=1,).

Dans ce cas, on a nécessairement B= A~ (resp. C = A~") puisque la premiére
(resp. la deuxiéme) égalité ci-dessus donne

A=A, =A""(AB) = (A TAB=1,B=B.
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Matrices triangulaires

Nous allons maintenant étudier I'inversibilité d’'une classe importante de matrices.
Définition
Soit A= (apg)1<p,g<n € Mn(K) avec n> 1. On dit que A est triangulaire
supérieure lorsque

apg=0 pourtoutl <g<p<n.
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Matrices triangulaires

Nous allons maintenant étudier I'inversibilité d’'une classe importante de matrices.
Définition
Soit A= (apg)1<p,g<n € Mn(K) avec n> 1. On dit que A est triangulaire
supérieure lorsque

apg=0 pourtoutl <g<p<n.

Autrement dit, une matrice triangulaire supérieure est de la forme

ou les * désigne des scalaires quelconques.

De méme, on définit le concept de matrices triangulaires inférieures.
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Inversibilité des matrices triangulaires

Proposition
Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux
sont tous non nuls.

Démonstration. Soient n > 1 un entier et A= (ap, q)1<p,g<n Une matrice triangulaire.
Quitte a considérer la transposée, on peut sans pertes de généralités supposer que A
est triangulaire supérieure.
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Inversibilité des matrices triangulaires

Proposition
Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux
sont tous non nuls.

Démonstration. Soient n > 1 un entier et A= (ap, q)1<p,g<n Une matrice triangulaire.
Quitte a considérer la transposée, on peut sans pertes de généralités supposer que A
est triangulaire supérieure.

=, Supposons que A soit inversible. Par I'absurde, supposons qu'il existe
pe{1,...,n} tel que agp = 0. Notons Ly,..., L, les lignes de A. On a évidemment
Lp,...,Lp € vect{eps1,....€n},
d’ou linclusion
vect{Lp,...,Ln} C Vect{ep+1 . .,en}.

Puisque vect {e,m ey en} est de dimension n— p, le sous-espace vectoriel
vect{Lp,...,Ln} engendré par n—p+1 éléments est au plus de dimension n— p.
Ceci nous assure que la famille (Lp, ..., Lp) est liée et donne la contradiction voulue.
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Démonstration - Suite et fin

<, Supposons que les éléments diagonaux sont tous non nuls. Soient 11,...,A, € K
tels que
n
Z AxlLg =0.
k=1

Puisque A est triangulaire supérieure, il vient
A(@tt,. .., a10) + A2(0, 822, ..., 82n) + ...+ An(0;...,0,8pp) = (0, ..., 0).

On en déduit A1a;1 = 0 puis (en gardant a I'esprit que a1 # 0) A1 = 0. Légalité
ci-dessus entraine alors que Axa»» = 0 et de méme an» = 0. De proche en proche, on
obtient aj1 = ... = app = 0. Ainsi, la famille des lignes (L1, .., Ly) est libre dans K" et
ceci nous assure de linversibilité de A.
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Inverse de la transposée

De la proposition précédente, on déduit :

Corollaire
Soient n > 1 un entier et A € M,(KK). Alors, on a

A€ GLy(K) < AT € GLy(K).

Si tel est le cas, alors on a
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Inverse de la transposée

De la proposition précédente, on déduit :

Corollaire
Soient n > 1 un entier et A € M,(KK). Alors, on a

A€ GLy(K) < AT € GLy(K).

Si tel est le cas, alors on a

Démonstration. Pour obtenir I'équivalence voulue, il suffit d’exploiter le fait qu'une
matrice carrée B de taille n satisfait rg(B) = rg(BT) et qu’elle est inversible si et
seulement si rg(B) = n. Légalité souhaitée découle du fait que si A € GLy(K), on a

ATA Y (a4 =1,.
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Organisation du Chapitre 2

® Les objectifs

© Matrices et et représentation matricielle d’une application linéaire

© Structure vectorielle de Mpy, »(KK)

© Produit matriciel

® Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances, nilpotence
® Inversibilité et rang

e Pivot de Gauss et ses applications

© Changement de base
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Algorithme du pivot de Gauss

A ce stade, nous n’avons pas encore de moyen pratique d’inverser une matrice ou de
déterminer son rang.
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Algorithme du pivot de Gauss

A ce stade, nous n’avons pas encore de moyen pratique d’inverser une matrice ou de
déterminer son rang.

Nous allons présenter la méthode du pivot de Gauss (appelée aussi élimination de
Gauss). Elle permet :
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A ce stade, nous n’avons pas encore de moyen pratique d’inverser une matrice ou de
déterminer son rang.

Nous allons présenter la méthode du pivot de Gauss (appelée aussi élimination de
Gauss). Elle permet :

® De trouver le rang d’'une matrice (et donc d’'une famille de vecteurs de K");
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Algorithme du pivot de Gauss

A ce stade, nous n’avons pas encore de moyen pratique d’inverser une matrice ou de
déterminer son rang.

Nous allons présenter la méthode du pivot de Gauss (appelée aussi élimination de
Gauss). Elle permet :

® De trouver le rang d’'une matrice (et donc d’'une famille de vecteurs de K");

o Déterminer une base d’un s.e.v. de K;
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Algorithme du pivot de Gauss

A ce stade, nous n’avons pas encore de moyen pratique d’inverser une matrice ou de
déterminer son rang.

Nous allons présenter la méthode du pivot de Gauss (appelée aussi élimination de
Gauss). Elle permet :

® De trouver le rang d’'une matrice (et donc d’'une famille de vecteurs de K");
o Déterminer une base d’un s.e.v. de K;

® Résoudre les systemes linéaires;
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Algorithme du pivot de Gauss

A ce stade, nous n’avons pas encore de moyen pratique d’inverser une matrice ou de
déterminer son rang.

Nous allons présenter la méthode du pivot de Gauss (appelée aussi élimination de
Gauss). Elle permet :
® De trouver le rang d’'une matrice (et donc d’'une famille de vecteurs de K");
® Déterminer une base d'un s.e.v. de K”;
® Résoudre les systemes linéaires;

® Calculer I'inverse d’une matrice.
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Opérations sur les lignes

Soit A € Mpy »(K) avec m,n > 1 entiers. On note Ly, ..., Lny ses lignes.

Nous allons faire appel a 3 types d’opérations élémentaires sur les lignes. On
fixe p,qg € {1,...,m}.
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Opérations sur les lignes

Soit A € Mpy »(K) avec m,n > 1 entiers. On note Ly, ..., Lny ses lignes.
Nous allons faire appel a 3 types d’opérations élémentaires sur les lignes. On

fixe p,g € {1,....,m}.

* Echange de deux lignes : L, devient Lq et Lq devient Lp.
* Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul A : L, devient AL,

* Addition a une ligne d’un multiple d’'une autre ligne : L, devient L, + AL avec
g#petd ek
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Notations sur les lignes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les lignes permettent a partir de A de construire une
nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A vers
B, il est d’'usage de noter :
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Notations sur les lignes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les lignes permettent a partir de A de construire une
nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A vers
B, il est d’'usage de noter :

e Lp <> Lq pour signifier que la matrice B est déduite de A par un échange entre
la p-eme et la g-éme ligne de A.
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Notations sur les lignes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les lignes permettent a partir de A de construire une
nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A vers
B, il est d’'usage de noter :

e Lp <> Lq pour signifier que la matrice B est déduite de A par un échange entre
la p-eme et la g-éme ligne de A.

e L < ALy pour exprimer que la p-éme ligne de B est obtenue comme la
p-éme ligne de A multipliée par A € K*.

196



Notations sur les lignes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les lignes permettent a partir de A de construire une
nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A vers
B, il est d’'usage de noter :

e Lp <> Lq pour signifier que la matrice B est déduite de A par un échange entre
la p-eme et la g-éme ligne de A.

e L < ALy pour exprimer que la p-éme ligne de B est obtenue comme la
p-éme ligne de A multipliée par A € K*.

o Lp < Lp+ALg pour synthétiser le fait que la p-eme ligne de B est obtenue
comme la p-éme ligne de A additionnée de la g-eme ligne de A multipliée par
A ek

Les lignes de la matrice B obtenue sont encore notées Ly, ..., Lny... ceci constitue un
abus de notation aussi pratique qu’inévitable !

196



Un exemple

1 2
Soit A= < - ) On note L1 et Ly les lignes de A.
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Un exemple

1 2
Soit A= < - > On note L1 et Ly les lignes de A.

o Lopération élémentaire L1 ++ Lo sur A donne une nouvelle matrice

(7 1)

Sans aucune mention explicite du contraire, les lignes de B sont alors notées Ly et Lp
comme les lignes de A (ce qui est I'abus de notation exprimé précédemment).
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Un exemple

1 2
Soit A= < - > On note L1 et Ly les lignes de A.
o Lopération élémentaire L1 ++ Lo sur A donne une nouvelle matrice

(7 1)

Sans aucune mention explicite du contraire, les lignes de B sont alors notées Ly et Lp
comme les lignes de A (ce qui est I'abus de notation exprimé précédemment).

o Lopération élémentaire L1 < 3L4 sur B donne une nouvelle matrice

C=<9 12)
1 2

dont les lignes sont encore notées L et L, comme les lignes de B et de A.
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Un exemple

1 2
Soit A= < - > On note L1 et Ly les lignes de A.

o Lopération élémentaire L1 ++ Lo sur A donne une nouvelle matrice

3 4
B= .
1 2
Sans aucune mention explicite du contraire, les lignes de B sont alors notées Ly et Lp
comme les lignes de A (ce qui est I'abus de notation exprimé précédemment).
o Lopération élémentaire L1 < 3L4 sur B donne une nouvelle matrice
9 12
C=
1 2
dont les lignes sont encore notées L et L, comme les lignes de B et de A.

o Lopération élémentaire Ly < Ly +2L¢ sur C donne

D= 9 12 '
19 26
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Opérations sur les colonnes

Soit A € M »(K) avec m,n > 1 entiers. On note Cy, ..., C, ses colonnes.

Nous allons faire appel a 3 types d’opérations élémentaires sur les colonnes.
On fixe p,g € {1,...,m}.
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Opérations sur les colonnes

Soit A € M »(K) avec m,n > 1 entiers. On note Cy, ..., C, ses colonnes.
Nous allons faire appel a 3 types d’opérations élémentaires sur les colonnes.
On fixe p,g € {1,...,m}.

° Echange de deux colonnes : Cp, devient Cq4 et Cy devient Cp.

° Multiplication d’une colonne par un scalaire non nul 4 : Cp, devient A Cy,.

* Addition a une colonne d’'un multiple d’une autre colonne : C, devient Cp + A Cq
avecg#petd e K.
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Notations sur les colonnes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les colonnes permettent a partir de A de construire
une nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A
vers B, il est d’'usage de noter :
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Notations sur les colonnes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les colonnes permettent a partir de A de construire
une nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A
vers B, il est d’'usage de noter :

o Cp <+ Cq pour signifier que la matrice B est déduite de A par un échange entre
la p-eéme et la g-€me colonne de A.
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Notations sur les colonnes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les colonnes permettent a partir de A de construire
une nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A
vers B, il est d’'usage de noter :

o Cp <+ Cq pour signifier que la matrice B est déduite de A par un échange entre
la p-eéme et la g-€me colonne de A.

e Cp < A Cp pour exprimer que la p-eme colonne de B est obtenue comme la
p-éme colonne de A multipliée par 4 € K*.
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Notations sur les colonnes

On garde les notations du transparent précédent.

Les opérations élémentaires sur les colonnes permettent a partir de A de construire
une nouvelle matrice B. Pour spécifier les opérations réalisées dans le passage de A
vers B, il est d’'usage de noter :

o Cp <+ Cq pour signifier que la matrice B est déduite de A par un échange entre
la p-eéme et la g-€me colonne de A.

e Cp < A Cp pour exprimer que la p-eme colonne de B est obtenue comme la
p-éme colonne de A multipliée par 4 € K*.

e Cp <+ Cp+ACq pour synthétiser le fait que la p-eme colonne de B est obtenue
comme la p-éme colonne de A additionnée de la g-éme colonne de A multipliée
par A € K.

Comme dans le cas des opérations élémentaires sur les lignes, les colonnes de la
matrice B obtenue sont encore notées (par abus de notations) Cy,..., Cp.
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Un exemple

1 2
Soit A= < - ) On note Cy et Co les colonnes de A.
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Un exemple

1 2
Soit A= < - > On note Cy et Co les colonnes de A.

o Lopération élémentaire Cy <+ C» sur A donne une nouvelle matrice

B=(j ;).

Sans aucune mention explicite du contraire, les colonnes de B sont alors notées Cy et
C> comme les colonnes de A (ce qui est I'abus de notation exprimé précédemment).
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Un exemple

1 2
Soit A= < - > On note Cy et Co les colonnes de A.
o Lopération élémentaire Cy <+ C» sur A donne une nouvelle matrice

B=(j ;).

Sans aucune mention explicite du contraire, les colonnes de B sont alors notées Cy et
C> comme les colonnes de A (ce qui est I'abus de notation exprimé précédemment).

o Lopération élémentaire Cy <— 3Cq sur B donne une nouvelle matrice

C=<6 1)
12 3

dont les colonnes sont encore notées Cy et Co comme les lignes de B et de A.
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Un exemple

1 2
Soit A= < - > On note Cy et Co les colonnes de A.

o Lopération élémentaire Cy <+ C» sur A donne une nouvelle matrice

2 1
B= .
4 3
Sans aucune mention explicite du contraire, les colonnes de B sont alors notées Cy et

C> comme les colonnes de A (ce qui est I'abus de notation exprimé précédemment).

o Lopération élémentaire Cy <— 3Cq sur B donne une nouvelle matrice

6 1
C=
12 3
dont les colonnes sont encore notées Cy et Co comme les lignes de B et de A.

o Lopération élémentaire Co <— Cp +2Cy sur C donne

Do 6 13 '
12 27
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Stabilité via les opérations élémentaires

On énonce a présent un résultat garantissant la stabilité du rang sous I'action
d’opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes.

Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, (KK). Ont lieu :

(a) Les opérations élémentaires sur les lignes de A ne changent pas le sous-espace
vectoriel de IK"” engendré par les lignes de A.
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Stabilité via les opérations élémentaires

On énonce a présent un résultat garantissant la stabilité du rang sous I'action
d’opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes.

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, (KK). Ont lieu :

(a) Les opérations élémentaires sur les lignes de A ne changent pas le sous-espace
vectoriel de IK"” engendré par les lignes de A.

(b) Les opérations élémentaires sur les colonnes de A ne changent pas le
sous-espace vectoriel de My, 1 (IK) engendré par les colonnes.
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Stabilité via les opérations élémentaires

On énonce a présent un résultat garantissant la stabilité du rang sous I'action
d’opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes.

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, (KK). Ont lieu :

(a) Les opérations élémentaires sur les lignes de A ne changent pas le sous-espace
vectoriel de IK"” engendré par les lignes de A.

(b) Les opérations élémentaires sur les colonnes de A ne changent pas le
sous-espace vectoriel de My, 1 (IK) engendré par les colonnes.

(c) Aucune opération élémentaire sur les lignes et/ou les colonnes de A ne change
le rang de la matrice A.
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Stabilité via les opérations élémentaires

On énonce a présent un résultat garantissant la stabilité du rang sous I'action
d’opérations élémentaires sur les lignes ou les colonnes.

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, (KK). Ont lieu :

(a) Les opérations élémentaires sur les lignes de A ne changent pas le sous-espace
vectoriel de IK"” engendré par les lignes de A.

(b) Les opérations élémentaires sur les colonnes de A ne changent pas le
sous-espace vectoriel de My, 1 (IK) engendré par les colonnes.

(c) Aucune opération élémentaire sur les lignes et/ou les colonnes de A ne change
le rang de la matrice A.

Démonstration. Les assertions (a) et (b) sont immédiates.

L'assertion (c) est une conséquence directe de (a), (b) et du fait que le rang de la
matrice vaut la dimension du sous-espace vectoriel de IK” engendré par les lignes de
A elle méme égale a la dimension du sous-espace vectoriel de My, 1 (IK) engendré par
les colonnes de A. ]
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Largeur d’une ligne

Afin de développer convenablement I'algorithme de Gauss, nous aurons besoin de la
définition d’'une matrice échelonnée. Celle-ci fait appel a notion de largeur.

Définition (Largeur d’une ligne)

Soient n > 1 un entier, L = (a1, .. .,an) € My 1(K) = K" une ligne non nulle et k le
plus entier de {1,...,n} tel que ax # 0. On appelle largeur de L I'entier
(L) :=n—k+1.

On appelle pivot de L le 1er élement non nulde L : ax = an—j(L)+1-

Lorsque L = Ok~ (i.e., L est nulle), on convient de poser /(L) = 0.
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Largeur d’une ligne

Afin de développer convenablement I'algorithme de Gauss, nous aurons besoin de la
définition d’'une matrice échelonnée. Celle-ci fait appel a notion de largeur.

Définition (Largeur d’une ligne)

Soient n > 1 un entier, L = (a1, .. .,an) € My 1(K) = K" une ligne non nulle et k le
plus entier de {1,...,n} tel que ax # 0. On appelle largeur de L I'entier
(L) :=n—k+1.

On appelle pivot de L le 1er élement non nulde L : ax = an—j(L)+1-

Lorsque L = Ok~ (i.e., L est nulle), on convient de poser /(L) = 0.

Exemple. Soit L = (0,1,2,3,4,5) € K. On note a1, ..., ag ses coefficients. Puisque
ag=0 et ap=as_5.1#0

ona /(L) =6—2+1 =5 tandis que le pivot de L correspond est as = 1.
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Matrice échelonnée en lignes

La notion de largeur d’une ligne permet de formaliser simplement une classe
particuliere de matrices.

Définition (Echelonnée en lignes)

Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, 5(IK). On dit que A est échelonnée en lignes
si elle est nulle ou s'il existe k € {1,...,m} tel que

I(Ly)>...>I(Lx) >0 et Lp,=0gn pourtoutpe {k+1,...,m}.
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Matrice échelonnée en lignes

La notion de largeur d’une ligne permet de formaliser simplement une classe
particuliere de matrices.

Définition (Echelonnée en lignes)

Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, 5(IK). On dit que A est échelonnée en lignes
si elle est nulle ou s'il existe k € {1,...,m} tel que

I(Ly)>...>I(Lx) >0 et Lp,=0gn pourtoutpe {k+1,...,m}.

Exemples. ® La matrice est échelonnée en lignes.

o o =
o = O
- O O
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Matrice échelonnée en lignes

La notion de largeur d’une ligne permet de formaliser simplement une classe
particuliere de matrices.

Définition (Echelonnée en lignes)

Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, 5(IK). On dit que A est échelonnée en lignes
si elle est nulle ou s'il existe k € {1,...,m} tel que

I(Ly)>...>I(Lx) >0 et Lp,=0gn pourtoutpe {k+1,...,m}.

1 0 0
Exemples. ® La matrice 0 1 0 est échelonnée en lignes.
0 0 1
0 ® x *x
® Une matricedelaforme | 0 0 0 ® =« | oulanotation * désigne un
0 0

0 0 O
élément de K quelconque et ou ® désigne un élément non nul de K est échelonnée

en lignes.
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Matrice échelonnée en lignes

La notion de largeur d’une ligne permet de formaliser simplement une classe
particuliere de matrices.

Définition (Echelonnée en lignes)

Soient m,n > 1 deux entiers, A € Mp, 5(IK). On dit que A est échelonnée en lignes
si elle est nulle ou s'il existe k € {1,...,m} tel que

I(Ly)>...>I(Lx) >0 et Lp,=0gn pourtoutpe {k+1,...,m}.

1 0 0
Exemples. ® La matrice 0 1 0 est échelonnée en lignes.
0 0 1
0 ® x *x
® Une matricedelaforme | 0 0 0 ® =« | oulanotation * désigne un
0 0

0 0 O
élément de K quelconque et ou ® désigne un élément non nul de K est échelonnée

en lignes.

1 0
® |La matrice n'est pas échelonnée en lignes.
2 0 203



Rang d’une matrice échelonnée

L'un des intéréts fondamentaux des matrices échelonnée réside dans le résultat
suivant :
Proposition
Une matrice échelonnée en lignes a son rang égal @ son nombre de lignes
non-nulles.

Démonstration. Soient m,n > 1 deux entiers et M € My, 5(IK) une matrice
échelonnée. On peut supposer (sans pertes de généralités) que toutes les lignes de
M sont non nulles. On note L la k-éme ligne de M pour k € {1,...,n} et px # 0 son
pivot. Nous allons voir que la famille .2 := (Ly,. .., Lp) est libre dans IK™. Soient
M,...,Ap € Ktels que S:=Y_; ALk = Ogm. Le fait que M soit échelonnée en lignes
nous donne A4p; =0 puis A1 =0. De méme,ona Ay =... =4, =0. On conclut que .Z
est libre et donc le rang de M coincide avec le nombre de ses lignes non-nulles. ]
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Obijectif et cadre

Soient m,n > 1 deux entiers et A € My, o(IK) une matrice non nulle.
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Obijectif et cadre

Soient m,n > 1 deux entiers et A € My, o(IK) une matrice non nulle.

But. Nous allons présenter I'algorithme de Gauss sur les lignes. Celui-ci permet de
construire une suite finie de matrices Ay, ..., Ak avec Ay := A et Ai échelonnée et
telle que chaque A; se déduit de Aj_1 (avec i € {1,...,k}) par des opérations
élémentaires sur les lignes.
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1ere étape : installation du pivot

Etape 1. Puisque A est non nulle, elle admet au moins une colonne non nulle. Notons
k le plus petit entier tel que Ci soit non nulle. Quitte & permuter les lignes, on se
raméne au cas ol ax x # 0. On multiplie alors la 1ére ligne par 1/a k.
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1ere étape : installation du pivot

Etape 1. Puisque A est non nulle, elle admet au moins une colonne non nulle. Notons
k le plus petit entier tel que Ci soit non nulle. Quitte & permuter les lignes, on se
raméne au cas ol ax x # 0. On multiplie alors la 1ére ligne par 1/a k.

Vocabulaire. Le nouveau coefficient obtenu en ligne k et en colonne k vaut donc 1 et
est appelé le 1er pivot de I’élimination de Gauss.
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1ere étape : installation du pivot

Etape 1. Puisque A est non nulle, elle admet au moins une colonne non nulle. Notons
k le plus petit entier tel que Ci soit non nulle. Quitte & permuter les lignes, on se
raméne au cas ol ax x # 0. On multiplie alors la 1ére ligne par 1/a k.

Vocabulaire. Le nouveau coefficient obtenu en ligne k et en colonne k vaut donc 1 et
est appelé le 1er pivot de I’élimination de Gauss.

A titre d’exemple, lorsque k =1 et a1 1 # 0, la matrice A devient

1 * *
a1 dagp azn
A=
am,1 am,n

Nous utilisons ici la notation traditionnelle * pour désigner un élément de K
quelconque.
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Nettoyage en dessous du pivot

En appliquant successivement les opérations
Lie1 <= Lket — 8kat)kLis - - - Lm <= Lm — am k Lk, nous faisons apparaitre des zéros
sous le pivot situé en place (k, k).

207



Nettoyage en dessous du pivot

En appliquant successivement les opérations
Lie1 <= Lket — 8kat)kLis - - - Lm <= Lm — am k Lk, nous faisons apparaitre des zéros
sous le pivot situé en place (k, k).

A titre d’exemple, toujours avec k =1 et ay 1 # 0, cette étape permet d’aboutir &

1 % ok
A/

ou A’ est une matrice a coefficients dans IK & (m— 1) lignes et & (n— 1) colonnes.
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Suite et fin de I'algorithme

On applique & la sous-matrice A’ de A les deux étapes que nous venons de décrire :
® Installation d’un pivot.

® Nettoyage sous le pivot.
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Suite et fin de I'algorithme

On applique & la sous-matrice A’ de A les deux étapes que nous venons de décrire :

® Installation d’un pivot.

® Nettoyage sous le pivot.

Lalgorithme s’arréte lorsque le bloc obtenu est nul ou vide : dans les deux cas, on ne
trouve plus de pivot. La derniére matrice obtenue est une matrice échelonnée.
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Exemple - Installation du 1er pivot

Nous allons appliquer I'algorithme de Gauss sur les lignes a la matrice :

o 0 1 1 -1 4

Al
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Nettoyage en dessous du 1er pivot

On reproduit la derniére matrice du transparent précédent :

1. -3 1 -1 -2 0
0 0 f -1 4
Al =
o0 1 2 -8 2
0 1 -2 5 10
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Installation du 2eme pivot

On reproduit la derniére matrice du transparent précédent :

]
o 1 1 -1 4
Al =
1
1

On applique I'algorithme de Gauss sur les lignes sur la sous-matrice Sy de A’{
obtenue en supprimant la 1ére ligne et la 1ére colonne.

® La premiére colonne de S; étant nulle, on passe directement a la colonne
suivante. Le 1er élément de la deuxiéme colonne de S; étant 1, il n’y arien a
faire.

1 -3 1 -1 —2 0
0 0 1 -1 4
Ap =
00 1 2 -3 2
00 1 -2 5 10
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Nettoyage sous le 2eme pivot

On reproduit la derniére matrice du transparent précédent :

1 -3 1 -1 -2 0
0 0 1 1 —1 4
A2 =
00 1 2 -3 2
0 0 1 -2 5 10

® On applique successivement : L3 < L3 —LoetLg < Lg—Lp

1 -3 1 -1 -2 0
0 0 1 1 —1 4
A =
0 0 1 -2 -2
0 0 3 6 6
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Installation du 3eme pivot

On reproduit la derniére matrice du transparent précédent :

1 -3 1] -1 —2 o0

o 0 1|1 —1 4
Ay =

0 0 0|1 -2 -2

0 0 0|-3 6 6

On applique I'algorithme de Gauss (sur les lignes) sur la sous-matrice S, de A’2
obtenue en supprimant les 2 premiéres lignes et les 3 premiéres colonnes.

® Le 1er élément de la deuxiéme colonne de S, étant 1, il n’y a rien a faire.

1 -3 1 -1 -2 0
00 1 1 -1 4
Az =
00 0 1 —2 -2
0 0 0 3 6 6
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Nettoyage sous le 3eme pivot

On reproduit la derniére matrice du transparent précédent :

1 -3 1 -1 =2 0
o 0 1 1 -
As =
0 0 0 1 -2 -2
0 0 0 -3 &6 6
® On applique L4 <+ L4+3L3:
1 -3 1 -1 =2 0
A_| 0 0 1 1 -1
8 0 0 0 —2 -2
0 0 0 0 0
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Fin de I'algorithme de Gauss sur les lignes et commentaires

L’algorithme de Gauss sur les lignes s’arréte avec I'obtention de

-3 -1 -2 0
1 -1 4
—2 -2

0 0 0

Ap =

o O O =

0

o O = 4
—_

ou les coefficients rouges désignent les pivots de chaque ligne.
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Fin de I'algorithme de Gauss sur les lignes et commentaires

L’algorithme de Gauss sur les lignes s’arréte avec I'obtention de

1 =3 1 -1 -2 0
, 0 11 -1 4
A3 =
0 0 1 -2 -2
00 0 0 0 O

ou les coefficients rouges désignent les pivots de chaque ligne.

On a d’une part
rgA=1gA; =1g A} =rg A} = ... =rgA’3

et d’autre part on a le fait que la matrice A’3 € My 6(IR) est échelonnée en lignes avec
exactement trois lignes non-nulles. On peut conclure que

rgA=rg Ay = 3.
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Vers la forme échelonnée réduite...

On peut continuer a "nettoyer au-dessus de chaque pivot".
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Vers la forme échelonnée réduite...

On peut continuer a "nettoyer au-dessus de chaque pivot". Avec 'opération

Lo < Lo — L3 appliquée a Aj, on obtient une matrice

1 =3 1 -1 —2 0
1 1
B | 00 0
0 0 0 1 -2 -2
00 0 0 0 O
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Vers la forme échelonnée réduite...

On peut continuer a "nettoyer au-dessus de chaque pivot". Avec 'opération
Lo < Lo — L3 appliquée a Aj, on obtient une matrice

i -8 1 -1 -2 0

1 1
B, - 0 0 0 6
0o 0 0 f -2 =2

1 -3 1 0 -4 -2
0 0 10 1 6
B =
0 0 0 1 —2 -2
0 0 00 0 O
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Vers la forme échelonnée réduite...

On peut continuer a "nettoyer au-dessus de chaque pivot". Avec 'opération
Lo < Lo — L3 appliquée a Aj, on obtient une matrice

i -8 1 -1 -2 0

1 1
B, - 0 0 0 6
0o 0 0 f -2 =2

0 0 0 O 0 0

Avec l'opération Ly <— Ly + L3 appliquée a By, on obtient une matrice By

1 -3 1.0 -4 -2
o 0 1 0 1 6
B3 =
o o o 1 -2 =2
0O 0 0 0 O 0
Lopération Ly + L1 — Ly donne
1 -3 0 0 -5 -8
1 1
B, - 0 0 0 6
o o0 o0 1 -2 =2
0O 0 0 0 O 0
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Echelonnée réduite

On en arrive naturellement a la définition suivante :
Définition (Matrice échelonnée réduite)
Soient m,n > 1 deux entiers et A € M 5(IK) une matrice. On dit que A est
échelonnée réduite lorsque:
(/) A est échelonnée,
(ii) les pivots (dans les lignes non nulles) sont égaux a 1,

(iify dans une colonne qui contient un pivot, il N’y a pas d’élément non nul distinct
du pivot.
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Echelonnée réduite

On en arrive naturellement a la définition suivante :
Définition (Matrice échelonnée réduite)
Soient m,n > 1 deux entiers et A € M 5(IK) une matrice. On dit que A est
échelonnée réduite lorsque:
(/) A est échelonnée,
(ii) les pivots (dans les lignes non nulles) sont égaux a 1,

(iify dans une colonne qui contient un pivot, il N’y a pas d’élément non nul distinct
du pivot.

Exemple. La matrice de I'exemple précédent

1 -3 0 0 -5 -8
0o 0 10 1 6
By=
0 0 0 1 —2 -2
0 0 00 0O O

est échelonnée réduite.
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On peut poursuivre avec des opérations élémentaires sur les colonnes...

Dans I'exemple précédent, nous sommes arrivés via des opérations sur les lignes a
une forme échelonnée réduite

1 -3 0 0 -5 -8
1 1
Bo| 00 0 6
0 0 0 1 -2 -2
00 00 0 O
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On peut poursuivre avec des opérations élémentaires sur les colonnes...

Dans I'exemple précédent, nous sommes arrivés via des opérations sur les lignes a
une forme échelonnée réduite

i1 -3 0 0 -5 -8
1 1
B, 0 O 0 6
o o o 1 -2 -2
0 0 0 0 O 0
On note Cy,..., Cg les colonnes de la matrice précédente. On commence par

exploiter la colonne du dernier pivot (en rouge ci-dessus) obtenu par I'élimination. Via
Ce < Cg +2C4 et C5 < C5+2C4 on obtient

1 -3 00 -5 -8
o0 10 1 6
Dy =
00 01 0 0
00 00 0 0
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Travailler sur les colonnes : suite

On va maintenant exploiter I'avant-dernier pivot (en rouge dans la matrice ci-dessus)
obtenu dans I'élimination. Via Cg +— Cg — 6C3 puis Cs <— C5 — C3

1 -3 0 0 -5 -8
1
bo| 0 © 0 0 o0
00 01 0 0
0 0 00 0 O
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Travailler sur les colonnes : suite

On va maintenant exploiter I'avant-dernier pivot (en rouge dans la matrice ci-dessus)
obtenu dans I'élimination. Via Cg +— Cg — 6C3 puis Cs <— C5 — C3

1 -3 0 0 -5 -8
1
bo| 0 © 0 0 o0
00 01 0 0
0 0 00 0 O

Il reste a utiliser le premier pivot (en rouge dans la matrice précédente) et a effectuer
Co + C>+3Cq s C5 — C5 +5Cq, CG — Ce +8C4 pour arriver a

Ds =

o O O =
o O O o
o O = O
o = O O
o O O o
o O O o
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Travailler sur les colonnes : suite

On va maintenant exploiter I'avant-dernier pivot (en rouge dans la matrice ci-dessus)
obtenu dans I'élimination. Via Cg +— Cg — 6C3 puis Cs <— C5 — C3

1 -3 0 0 -5 -8
1
bo| 0 © 0 0 o0
00 01 0 0
0 0 00 0 O

Il reste a utiliser le premier pivot (en rouge dans la matrice précédente) et a effectuer
Co + C>+3Cq s C5 — C5 +5Cq, CG — Ce +8C4 pour arriver a

Ds =

o O O =
o O O o
o O = O
o = O O
o O O o
o O O o

Remarquons que I'usage du pivot n’était pas nécessaire ici : on aurait obtenu le
méme résultat avec Cp <+ (—1/3)C3, Cs5 <> —(1/5)Cs et Cg <> —3Cs.
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Travailler sur les colonnes : suite et fin

En effectuant sur la matrice

Ds =

o O o =
o O O o
o O = O
o = O o
o O o o
o O o o

les opérations élémentaires C» <+ C3 et C3 <> Cy4, on aboutit a

Dy =

o O O =
o O = O
o = O O
o O O o
o O O o
o O O o

Noter la structure de D4 constituée d’une sous-matrice identité et que de zéros.
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Synthese

En appliquant I'algorithme de Gauss sur les lignes a la matrice

0
1
-8
—1

0
-3
24

3

1
1

—4

0

1

—1
16
—1

-1 4
-2 0
4 8
7 10

on a obtenu une matrice échelonnée dont les pivots sont marqués en rouge

Ay

o O o =

-3
0
0
0

1
1
0
0

—1
]

-2 0
-1 4
—2 -2

0 0
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Synthese

En appliquant I'algorithme de Gauss sur les lignes a la matrice

0 0 1 1 -1 4
1 -3 1 -1 -2 0
-8 24 —4 16 4 8

-1 3 o -1 7 10

on a obtenu une matrice échelonnée dont les pivots sont marqués en rouge

-3 1 -1 -2 0
0o 1 1 -1 4

0o o0 1 -2 -2
0 0 0 O 0 0

Des opérations élémentaires sur les lignes permettent de transformer la matrice
ci-dessus (et donc A) en une matrice échelonnée réduite

o o =

Ay =

1 -3 0 0 -5 -8
1 1
Bo| 00 0 6
0 0 0 1 -2 -2
00 00 0 O
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Synthese : suite et fin

Enfin, des opérations élémentaires sur les colonnes transforment B4 en

Dy =

o O o =
o O = O
o = O O
o O O o
o O O o
o O O o

En particulier, on a
rg(A) =rg(Ds) = 3.
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Fait général

Soient m,n > 1 deux entiers et A € My, 5(IK) non nulle.
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Fait général

Soient m,n > 1 deux entiers et A € My, 5(IK) non nulle.

o |l existe une suite finie d’'opérations sur les lignes de A transformant A en une
matrice échelonnée réduite.
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Fait général

Soient m,n > 1 deux entiers et A € My, 5(IK) non nulle.

o |l existe une suite finie d’'opérations sur les lignes de A transformant A en une
matrice échelonnée réduite.

o Sirg(A) = r, alors il existe une suite finie d’opérations sur les lignes et les
colonnes de A et un entier r > 0 transformant A en la matrice

0

avec r correspondant au nombre de 1. On convient que Jy est la matrice nulle.
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Le dernier point du transparent précédent s’écrit encore sous la forme suivante :

Théoréme
Soient m,n > 1 deux entiers. Une matrice M € My, (KK) est de rang r si et
seulement si il existe Q € GL,(K) et P € GL,(K) telles que

M= QJ,P.
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Le dernier point du transparent précédent s’écrit encore sous la forme suivante :

Théoréme
Soient m,n > 1 deux entiers. Une matrice M € My, (KK) est de rang r si et
seulement si il existe Q € GL,(K) et P € GL,(K) telles que

M= QJ,P.

La justification de ce théoreme découle de l'interprétation matricielle d’une opération
sur les lignes ou sur les colonnes.
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Multiplication matricielle et opérations sur les lignes/colonnes

Soient n > 1 un entier, k,/ € {1,...,n} avec | # k, A € K* et u € K. On considére
les matrices carrées de taille n et inversibles, appelées matrices élémentaires :

k
1
1
k— 0
Ug =
= 1

f !
1
1
Ue[A] =
0 2N A
1 1
k
1
1
1
Ugelu] =
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Multiplication matricielle et opérations sur les lignes/colonnes : suite et fin

On garde les notations du transparent précédent. Les trois matrices présentées Soit
A € Mp n(K). Alors :

o La matrice issue de I'opération Li <+ L; (resp. Cx <+ Cj) sur A correspond au
produit matriciel Uy A (resp. AU, k).

o La matrice résultant de 'opération L; < AL, (resp. C; < AL;) sur A correspond
au produit matriciel Uj[A]A (resp. AUJ[A]).

o La matrice obtenue par I'opération L; <— Lj+ tiLg (resp. Ck <— Ck + 1L Cy)
correspond au produit matriciel U x[t]A (resp. AUj k[p]).
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Exemples - Echanges de lignes ou colonnes

1 2 3
Soit A= 4 5 6 |.OnnoteLy,Lp et L3 ses lignes et Cq, Cp, C3 ses colonnes.
7 8 9
La matrice A devient sous I'action de I'opération élémentaire L1 <> L3 la matrice
7 8 9
B= 4 5 6 |.Dapres le transparent précédent, cette opération élémentaire
1 2 8
0 0 1
s’obtient en multipliant A & gauche par Uy 3 = 0 1 0 |.Eneffet
1 0 O
0 0 1 1 2 8 7 8 9
0 1 0 4 5 6 |=] 4 5 6
1 0 0 7 8 9 1 2 3
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Exemples - Echanges de lignes ou colonnes

1 2 3
Soit A= 4 5 6 |.OnnoteLy,Lp et L3 ses lignes et Cq, Cp, C3 ses colonnes.
7 8 9
La matrice A devient sous I'action de I'opération élémentaire L1 <> L3 la matrice
7 8 9
B= 4 5 6 |.Dapres le transparent précédent, cette opération élémentaire
1 2 8
0 0 1
s’obtient en multipliant A & gauche par Uy 3 = 0 1 0 |.Eneffet:
1 0 O
0 0 1 1 7
0 1 0 4 4
1 0 0 7 8 9 1

Toujours d’aprés le transparent précédent, multiplier A & droite par Uy 3 revient &
effectuer 'opération élémentaire Cy <+ C3. Ceci se vérifie directement :

1 2 3 0 0 1 3 2 1
4 5 6 01 0 |=|6 5 4
7 8 9 1 0 O 9 8 7
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Exemples - Multiplication par un scalaire non nul sur une ligne ou une colonne

On continue a travailler ici avec la matrice A précédente. La matrice A devient sous

1 2 3
I'action de I'opération élémentaire Lp <— 3L» la matrice C = 12 15 18
7 8 9
D’aprés le transparent précédent, cette opération élémentaire s’obtient en multipliant
1 0 0
A a gauche par Us[3] = 0 3 0 |.Eneffet:
0 0 1
1 0 O 1 2 8 1 2 3
0 3 0 4 5 6 = 12 15 18
0 0 1 7 8 9 7 8 9
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Exemples - Multiplication par un scalaire non nul sur une ligne ou une colonne

On continue a travailler ici avec la matrice A précédente. La matrice A devient sous

1 2 3
I'action de I'opération élémentaire Lp <— 3L» la matrice C = 12 15 18
7 8 9
D’aprés le transparent précédent cette opération élémentaire s’obtient en multipliant
1
A a gauche par Us[3] = 0 3 0 ) En effet :
1 0 O 1 2 8 1 2 3
0 3 0 4 5 6 = 12 15 18
0 0 1 7 8 9 7 8 9

Toujours d’aprés le transparent précédent, multiplier A & droite par U[3] revient a
effectuer I'opération élémentaire Co> <— 3Co. Ceci se vérifie directement :

1 2 3 1 0 0 1 6 3
4 5 6 0 3 0 |=] 4 15 6
7 8 9 0 0 1 7 24 9
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Exemples - Multiplication par un scalaire non nul sur une ligne ou une colonne

On conserve la matrice A des deux transparents précédents. Cette matrice devient
sous l'action de I'opération élémentaire Ly <— Ly +3Lo la matrice

1 3 0
D= 0 1 0 |.Dapresletransparent précédent, cette opération élémentaire
0 0 f
1 3 0
s’obtient en multipliant A a gauche par Uy 2[3] = 0 1 0 |.Eneffet:
0 0 f
1 3 0 1 13 17 21
0 1 0 4 5 4
0 0 1 7 8 9

Toujours d'apres le transparent précédent, multiplier A a droite par Uy 2[3] revient a
effectuer I'opération élémentaire Co <— Co +3Cy (attention ici aux indices !). Ceci se

vérifie directement :

1 2 3 1 3 0 1 5 3
4 5 6 0 1 0 |=]| 4 17 6
7 8 9 0 0 1 7 29 9
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Matrices équivalentes

Pour éviter I'introduction d’'une suite finie de matrices dans I'application de I'algorithme
de Gauss, nous introduisons la notion d’équivalence entre deux matrices :

Définition (Matrices équivalentes)
Soient m,n > 1 deux entiers. On dit que A, B € M »(IK) sont équivalentes et on
écrit A ~ B lorsque rg(A) = rg(B).

Exemple. Avec les notations de I'exemple précédent, on a donc

A~Aj~ .. Ag~Bi...~By~Dj...Dy.

On a vu qu’une matrice est de rang r si et seulement si elle est équivalente a J;.
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Systeme linéaire

Notre objectif dans la suite est de comprendre comment I'algorithme de Gauss sur les
lignes permet la résolution de systémes linéaires.
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Systeme linéaire

Notre objectif dans la suite est de comprendre comment I'algorithme de Gauss sur les
lignes permet la résolution de systémes linéaires.

Au Chapitre 1, on a introduit les systémes linéaires comme les ensembles de la forme
a1 Xy +...+aipXp = b1
S:=<¢ (x1,...,xp) € K":
amiX{ +...+amnXn = bm

pour m,n > 1 deux entiers et pour deux familles (a; )1 <i<m,1<j<n €t (bk)1<k<m
d’éléments de K.
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Systeme linéaire

Notre objectif dans la suite est de comprendre comment I'algorithme de Gauss sur les
lignes permet la résolution de systémes linéaires.

Au Chapitre 1, on a introduit les systémes linéaires comme les ensembles de la forme
a1 Xy +...+aipXp = b1
S:=<¢ (x1,...,xp) € K":
amiX{ +...+amnXn = bm

pour m,n > 1 deux entiers et pour deux familles (a; )1 <i<m,1<j<n €t (bk)1<k<m
d’éléments de K.
Remarquons que nous pouvons considérer My 1(IK) en lieu et place de IKK” ci-dessus.
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Systeme linéaire

Notre objectif dans la suite est de comprendre comment I'algorithme de Gauss sur les
lignes permet la résolution de systémes linéaires.

Au Chapitre 1, on a introduit les systémes linéaires comme les ensembles de la forme

a1 Xy +...+aipXp = b1
S:=<¢ (x1,...,xp) € K":
amiX{ +...+amnXn = bm
pour m,n > 1 deux entiers et pour deux familles (a; )1 <i<m,1<j<n €t (bk)1<k<m
d’éléments de K.
Remarquons que nous pouvons considérer My 1(IK) en lieu et place de IKK” ci-dessus.

Il est souvent commode de réaliser I'abus de language consistant a identifier
'ensemble S au systeme d’équations le définissant.
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Ecriture matricielle d’'un systeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers. On considere deux familles (aj j)1<j<m,1<j<n €t

(bk)1<k<m de IKK. Remarquons que pour chaque (xi,...,xn) € K", ona
a1 Xq +...+ainXp = by ay ... ain Xy by

= =
am X1 +...+amnXn = bm am ... a@mn Xn bm
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Ecriture matricielle d’'un systeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers. On considere deux familles (aj j)1<j<m,1<j<n €t

(bk)1<k<m de IKK. Remarquons que pour chaque (xi,...,xn) € K", ona
a1 Xq +...+ainXp = by ay ... ain Xy by
& =
am X1 +...+amnXn = bm am ... a@mn Xn bm
=A =X =b
Si de plus A est carrée (i.e., m = n) et inversible, alors pour chaque (x1,...,x,) € K”
a1 X1 +...+a81pXn=by X4 by
s 0 |=aT
ami Xy +...+amnpXn = bm Xn bm
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Matrice augmentée

Avec les notations précédentes, on a

Xq a11X1+...+a1an=b1
€ Mp1(K): < ={X € Mp1(K) : AX = b}.

Xn ami X1 +...+amnXn = bm
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Matrice augmentée

Avec les notations précédentes, on a

X a{1Xq +...+aipXn = by
€ Mp1(K): < ={X € Mp1(K) : AX = b}.
Xn ami X1 +...+amnXn = bm
Définition

On appelle matrice augmentée associée au systéme linéaire ci-dessus notée (A|b)
la matrice donnée par

a aoo ain b1
(Alb) =

ami ... amn bm
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Méthode générale de résolution d’'un systeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers, A € M n(K) et b € Mp 1(K). On s’intéresse a la
résolution du systéme linéaire AX = b d'inconnue X € M, 1(K), i.e., & déterminer
explicitement l'ensemble S := { X € M, 1(K) : AX = b}.
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Méthode générale de résolution d’'un systeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers, A € M n(K) et b € Mp 1(K). On s’intéresse a la
résolution du systéme linéaire AX = b d'inconnue X € M, 1(K), i.e., & déterminer
explicitement l'ensemble S := { X € M, 1(K) : AX = b}.

© Etape 1. On applique I'algorithme de Gauss sur les lignes a la matrice augmentée
(A|b) associée au systéme linéaire S de sorte d’'obtenir une matrice augmentée (Z\B).
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Méthode générale de résolution d’'un systeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers, A € M n(K) et b € Mp 1(K). On s’intéresse a la
résolution du systéme linéaire AX = b d'inconnue X € M, 1(K), i.e., & déterminer
explicitement l'ensemble S := { X € M, 1(K) : AX = b}.

© Etape 1. On applique I'algorithme de Gauss sur les lignes a la matrice augmentée
(A|b) associée au systéme linéaire S de sorte d’'obtenir une matrice augmentée (Z\B).

~

o Etape 2. Le systéme linéaire S’ associé & (Z\b) vérifie

S = {XG M 1 (IK) :7\X=B} -s.

On note E yenn ,Zm les lignes de la matrice Aetb= (51 e ,Bm)T de sorte que
L1 b
@Ab=| :
Lm bm

Deux cas peuvent se produire selon I'existence (ou non) de lignes nulles.
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Conditions de compatibilité - Remontée

Cas 1 : Aucune ligne Z1 e .Im n’est nulle. Le systeme linéaire admet alors une
unique solution ou une infinité de solution.

Cas 2 : Au moins I'une des lignes est nulle. Auquel cas, en notant k le plus petit
entier tel que Zk est nulle, on a (du fait que A soit échelonnée) Zk =...= Zm =0,ie.,

0=Ek,...,0=5m.

Ces égalités sont appelées relations de comptabilité. Deux cas peuvent alors se
produire :

Sous-Cas 1 : Si l'un (au moins) des réels Bk, .. ,Bm est non-nul, le systeme
linéaire n’admet pas de solution.

Sous-Cas 2 : Si Bk =...= Bm =0, le systeme linéaire est équivalent a un
systeme linéaire échelonné sans ligne nulle (cas 1) et admet une unique solution ou
une infinité de solutions.

Dans les cas d’existence de solutions (Cas 1, Cas 2/Sous-Cas 2) on résout alors le
systéme S’ via la méthode dite de remontée : on part de la derniére égalité et on
isole les inconnues associées aux pivots. D’un point de vue matriciel, cela revient a
mettre sous forme échelonnée réduite la matrice obtenue via I'algorithme de Gauss a
l'issue de I'étape 1.
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Les justifications de I'étape 2

Il s’agit ici de comprendre les raisons qui garantissent I'équivalence du systéme
linéaire initial S avec le systéme linéaire échelonné S’ (i.e., I'étape 2). lly en a
essentiellement deux :
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Les justifications de I'étape 2

Il s’agit ici de comprendre les raisons qui garantissent I'équivalence du systéme
linéaire initial S avec le systéme linéaire échelonné S’ (i.e., I'étape 2). lly en a
essentiellement deux :

e Soient m,n > 1 deux entiers, A € M n(K) et b € M, 1 (KK). Observons que
pour tout X € My 1(K) et pour tout A’ € GL(K),

AX=bs AAX)=Av.

236



Les justifications de I'étape 2

Il s’agit ici de comprendre les raisons qui garantissent I'équivalence du systéme
linéaire initial S avec le systéme linéaire échelonné S’ (i.e., I'étape 2). lly en a
essentiellement deux :

e Soient m,n > 1 deux entiers, A € M n(K) et b € M, 1 (KK). Observons que
pour tout X € My 1(K) et pour tout A’ € GL(K),

AX=bs AAX)=Av.

o Effectuer une opération sur les lignes d’une matrice A revient a multiplier a
gauche cette matrice A par une matrice A’ inversible.

Nous allons préciser ce deuxieme point dans la suite.
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Multiplication matricielle et opérations sur les lignes/colonnes

Soient n > 1 un entier, k,/ € {1,...,n} avec | # k, L € K* et u € K. On considére
les matrices carrées de taille n et inversibles, appelées matrices relatives aux

opérations élémentaires :

k
1
1
k— 0
Ugp =
= 1

. .
1
! 1
1
WAl =
0 (2N A
1 1
k
1
1
1
Ugelu] =
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Multiplication matricielle et opérations sur les lignes/colonnes : suite et fin

On garde les notations du transparent précédent. Soit A € My, »(IK). Alors :

o La matrice issue de I'opération Lx <+ L, (resp. Cx <+ Cj) sur A correspond au
produit matriciel Uy A (resp. AU, k).

o La matrice résultant de 'opération L; < AL, (resp. C; <— AL;) sur A correspond
au produit matriciel Uj[A]A (resp. AUJ[A]).

o La matrice obtenue par I'opération L <— Lj+ ti L (resp. Ck <— Ck + 1L Cy)
correspond au produit matriciel U x[U]A (resp. AUj k[H1]).
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Un corollaire fondamental

Nous venons de voir que toute matrice M de rang r s’écrit M = QJ, P avec Q et P des
produits de matrices relatives aux opérations élémentaires.

Lorsque M est inversible, J, n'est nulle autre que l'identité et nous obtenons alors
I'intéressant résultat ci-dessous :

SEn théorie des groupes, vous verrez que ce résultat signifie que GL,(IK) est engendré par des matrices
élémentaires.
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Un corollaire fondamental

Nous venons de voir que toute matrice M de rang r s’écrit M = QJ, P avec Q et P des
produits de matrices relatives aux opérations élémentaires.

Lorsque M est inversible, J, n'est nulle autre que l'identité et nous obtenons alors
I'intéressant résultat ci-dessous :

Corollaire

Toute matrice inversible s’écrit comme le produit fini de matrices relatives aux
opérations élémentaires. °

SEn théorie des groupes, vous verrez que ce résultat signifie que GL,(IK) est engendré par des matrices
élémentaires.
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Un premier exemple

On s'intéresse a 'ensemble des (1, X2, X3, X4, X5) € R® satisfaisant

X3+ X4 —X5=4
X1 —3X2+X3—X4—2X5 =0
—2X1 +6Xp — X3 +4X4 + X5 =2

—X1 +3X2—X4+7X5 =10.
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Un premier exemple

On s'intéresse a 'ensemble des (1, X2, X3, X4, X5) € R® satisfaisant

X3+ X4 —X5=4
X1 —3X2+X3—X4—2X5 =0
—2X1 +6Xp — X3 +4X4 + X5 =2

—X1 +3X2—X4+7X5 =10.

Ce probléme revient a déterminer de maniére explicite 'ensemble

Xq X1
o 0 1 1 1 4
X2 X2
3 1 1 -2 0
S:= X: e Ms4(R): X =
° e R BRI ° 8
X, X
4 1 3 0 -1 7 4 10
X5
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Un premier exemple : suite

Nous introduisons la matrice augmentée associée a ce systéeme linéaire

0o 0 1 1 -1 4
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Un premier exemple : suite

Nous introduisons la matrice augmentée associée a ce systéeme linéaire

0o 0 1 1 -1 4

Remarquons que cette matrice a déja été échelonnée dans des transparents
précédents (voir Slide 215) : I'algorithme de Gauss sur les lignes permettait de
transformer A en

1 =3 1 -1 —2 0
g |0 0 1 1 -1 4
0 0 0 1 -2 -2
0 0 0 0 0 O

ou en rouge figurent les pivots de I'élimination de Gauss.
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Un premier exemple : suite

Nous savons alors que le systeme étudié est équivalent a

X1 —3X2+X3—X4—2X5=0

X3+ X4 — X5 =4 .
d'inconnue (xi,. .., xs) € RS.

X4 —2X5 = —2
0=0

Ceci revient a déterminer de maniere explicite 'ensemble

Xy X1

1 -3 1 -1 -2 0
X2 X2
0o 0 1 1 - 4
S = € Ms 1(R) : =
o 5105 0 0 0 1 2 e -2
X4 X4
0O 0 0 o 0 0

X5 X5
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Un premier exemple : suite

On isole alors les inconnues qui correspondent aux pivots : pour tout
(x1,...,xs5) € R®, on al'équivalence

Xy —3Xo+X3— X4 —2X5 =0
X4 = —2+2Xs5
X3+X4—X5=4
= {X3=4+X5—X4=6—X5
X4 —2X5 = —2

0=0

X1 =3Xp — X3+ X4 +2X5 = 3X2 — 8+ 5Xx5.
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Un premier exemple : suite

On isole alors les inconnues qui correspondent aux pivots : pour tout
(x1,...,xs5) € R®, on al'équivalence

Xy —3Xo+X3— X4 —2X5 =0
X4 = —2+2Xs5
X3+X4—X5=4
= {X3=4+X5—X4=6—X5
X4 —2X5 = —2

0-0 X1 =3X2 — X3+ X4 +2X5 = 3Xo0 — 8+ 5Xx5.

Remarquons que ce résultat pouvait également étre obtenu matriciellement via la
forme échelonnée réduite (voir Slide 221)

1 -3 0 0 -5 -8
1
B| 00 0o 1 6
00 01 —2 -2
00 00 0 O

243



Un deuxieme exemple : suite et fin

Lensemble S s’écrit
—8+3Xx0+5x5
X2
S= 6 — X5 1 x2, x5 € R
—2+2Xsg
X5

La somme de Minkoswki permet également d’écrire S sous la forme

3X2 + 5X5 —8

X2 0

S= — X5 iXo,x5 €R 3 + 6
2X5 —2

X5 0

Remarquons que le premier terme de la somme est un sous-espace vectoriel : il
correspond au systéme homogéne associé au systeme linéaire étudié. Le deuxieme
terme est un unique point qui correspond a une solution particuliére du systeme
étudié.

Nous allons voir que ceci est un fait général.
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Un premier exemple

Nous allons résoudre le systéme linéaire d’inconnue (x, y, z) € IR3,

xX+2y+z=1
4x—z=0

—Xx+2y+2z=0.

Rappelons que pour chaque (x, ¥, z) € R3, ce qui précéde est équivalent a

12 1 X
4 0 —1 =1 o
-1 2 2 z 0
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Un premier exemple : suite

Appliquons I'algorithme de Gauss sur les lignes. On note L1, Lp et L3 les lignes
de la matrice augmentée B.
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Un premier exemple : suite

Appliquons I'algorithme de Gauss sur les lignes. On note L1, Lp et L3 les lignes
de la matrice augmentée B.

® En effectuant Lo <— Lp — 4Ly puis L3 < Lz + Ly, il vient

12 11 1 2 1 1
B~ o -8 -5 -4 |~ o0 -8 -5 -4
1 2 2 o0 0 4 3 1
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Un premier exemple : suite

Appliquons I'algorithme de Gauss sur les lignes. On note L1, Lp et L3 les lignes
de la matrice augmentée B.

® En effectuant Lo <— Lp — 4Ly puis L3 < Lz + Ly, il vient

12 11 1 2 1 1
B~ o -8 -5 -4 |~ o0 -8 -5 -4
1 2 2 o0 0 4 3 1

© Par les opérations élémentaires sur les lignes Lo < (—1/8)Lp puis Lg < L3 — 4L,
on obtient

12 1 A 12 1 A1
B~| 0 1 5/8 1/2 [~ 0 1 5/8 1/2
0 4 3 1 0 0 1/2 —1
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Un premier exemple : suite

Appliquons I'algorithme de Gauss sur les lignes. On note L1, Lp et L3 les lignes
de la matrice augmentée B.

® En effectuant Lo <— Lp — 4Ly puis L3 < Lz + Ly, il vient
1 2 1 1 1 2 1 1
B~ o -8 5 4 |~] 0 -8 -5 —4
—1 2 2 0 0 4 3 1
© Par les opérations élémentaires sur les lignes Lo < (—1/8)Lp puis Lg < L3 — 4L,
on obtient
1 2 1 1 1 2 1 1
B~| 0 1 5/8 1/2 |[~| 0o 1 5/8 1)2
0 4 3 1 0 0 1/2 -1

® En appliquant Lz < 2Lg, il vient

12 1 A
B~| 0 1 5/8 1/2
00 1 -2
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Un premier exemple : suite et fin

On cherche maintenant a faire apparaitre des 0 au dessus de chaque pivot, i.e., a
obtenir la forme échelonnée réduite de B.

On applique successivement Ly < Ly — (5/8)Lg puis Ly <— L1 — Lz et enfin
L1 < L1 —2Lp pour aboutir a

1 2 1 1 1.2 0 3 1.0 0 —1/2
B~| 0 1 0 7/4 |~ 010 7/4 |~|0 10 7/4
00 1 -2 00 1 -2 00 1 -2

Le systéme linéaire étudié a une unique solution donnée par {—1/2,7/4,—-2}.
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Solution générale d’un systéeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers, A € My, n(K), b € My, 1(K). On a vu que I'ensemble
So={X € My1(K) : AX =0}

(qui correspond a un systeme linéaire homogéne) est un sous-espace vectoriel de
Mp 1 (IK). On s’intéresse ici a la structure de I'ensemble

S={X € Mp1(K): AX = b}.
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Solution générale d’un systéeme linéaire

Soient m,n > 1 deux entiers, A € M, 1(K), b € My, 1(K). On a vu que 'ensemble
So={X € My1(K) : AX =0}

(qui correspond a un systeme linéaire homogéne) est un sous-espace vectoriel de
Mp 1 (IK). On s’intéresse ici a la structure de I'ensemble

S={X € Mp1(K): AX = b}.

Proposition
Si S # 0, alors pour tout Xp € S, on a

S=S+{Xo} ={X+X0:X € Sp}.

Cette proposition peut se résumer ainsi :

Sol. générale = Sol. générale syst. homogéne + Sol. particuliere
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La démonstration

Supposons que S # 0.
Soit Xo € S, i.e., Xp € My 1(K) et AXp = b. Etant donné X € Sp, on a AX =0 puis
A(X +Xp) = AX+AXp = b. Il s’ensuit

S ={X+Xo:X€ S} CS.

Pour X7 € S, il est évident que A(Xg — X1) = AXg — AX7 =0 d’ou I'on tire

Xo — Xy € Sp. On en déduit qu'il existe Xo € Sy tel que Xg — X1 = Xo ce qui s’écrit
encore X = Xgp — Xo. Le fait que — Xz € Sy entraine alors que S C S'. Légalité
désirée est ainsi établie et la démonstration est terminée. ]
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Inverser une matrice en pratique

Nous allons voir gu’inverser une matrice est étroitement lié a la résolution de
systemes linéaires.
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Inverser une matrice en pratique

Nous allons voir qu’inverser une matrice est étroitement lié a la résolution de

systemes linéaires.

Soient n> 1 un entier et A = (ap q)1<p,q<n € Mp(IK). On s’intéresse au calcul
explicite de I'inverse A" de A (lorsqu’il existe !).
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Inverser une matrice en pratique

Nous allons voir qu’inverser une matrice est étroitement lié a la résolution de
systemes linéaires.

Soient n> 1 un entier et A = (ap q)1<p,q<n € Mp(IK). On s’intéresse au calcul
explicite de I'inverse A" de A (lorsqu’il existe !).

Remarquons que si A est inversible dans M,(K), d'inverse A~! = (bp,g)1<p,q<n, alors
on a pour chaque (X1, ..., Xn), (V1,---,¥n) € K",

ay{ ... an Xq )2 b1 ... bip n X1

ant ... amn Xn Yn byt ... bpp Yn Xn

Xy =b11y1+...+bipyn

Xp=bp1y1+...+bppyn.
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Inverser une matrice en pratique : suite

Supposons A inversible. Ce qui précede nous dit que pour déterminer de maniere
pratique A=, on peut fixer (y1, ..., yn) € K" et résoudre le systéme linéaire
d’inconnues xi,...,xp € K

ay X1 +...+a8ipXn = Y1

anmi X1 +...+3annXn = yYn-
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Inverser une matrice en pratique : suite

Supposons A inversible. Ce qui précede nous dit que pour déterminer de maniere
pratique A=, on peut fixer (y1, ..., yn) € K" et résoudre le systéme linéaire
d’inconnues xi,...,xp € K

ay X1 +...+a8ipXn = Y1

anmi X1 +...+3annXn = yYn-

Par inversibilité de A, ce dernier systeme a une unique solution. De plus, cette

Xt =bi1y1+...+bipyn
solution s’écrit  : pour une certaine famille (bp,q)1<p,q<n

Xn =Dbn1y1+...+banyn
d'éléments K. Cette famille constitue la famille des coefficients de A~1, i.e.,

b1 ... bip
A=
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Une remarque fondamentale

Reprenons I'écriture du transparent précédent (toujours en supposant A inversible)

X1 =b11y1+...+binyn

Xp=bp1y1+...+bppyn.

Remarquons qu’avec le choix de (y4,...,¥n) = (1,0,...,0), nous obtenons
biy1,...,bpt qui sont les coefficients de la premiére colonne de AT

De méme, avec le choix de (y1,...,yn) =(0,1,0,...,0), nous obtenons les coefficients
de la deuxiéme colonne de A~".

Avec le choix de (y1,...,¥n) = ex oU ek est le k-ieme vecteur de la base canonique de
IR", nous obtenons les coefficients de la k-iéme colonne.

Ainsi, déterminer A" revient & résoudre les n-systémes linéaires Foyy-- 1T, OU
(e1,-..,en) est la base canonique de K".
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Et réciproquement ?

Réciproquement, si pour chaque (y1,...,yn) € K", le systéme linéaire .7y, . )

d’inconnues x1, ..., X, présenté dans le transparent précédent a une unique solution,
alors A est inversible dans M, (KK).
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Et réciproquement ?

Réciproquement, si pour chaque (y1,...,yn) € K", le systéme linéaire .7y, . )

d’inconnues x1, ..., X, présenté dans le transparent précédent a une unique solution,
alors A est inversible dans M, (KK).

En effet, notons (by1,..., bs1) unique solution du systeme linéaire /{19, o). Ona
b11 1
A : =| © |enparticulier ai1byy +ai2bot +...+aipbnt = 1.

bn1 0
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Et réciproquement ?

Réciproquement, si pour chaque (y1,...,yn) € K", le systéme linéaire .7y, . )
d’inconnues x1, ..., X, présenté dans le transparent précédent a une unique solution,
alors A est inversible dans M, (KK).

En effet, notons (by1,..., bs1) unique solution du systeme linéaire /{19, o). Ona
b1 1
A : = . |enparticulier ai1b11 +aiz2bgt +...+aipbpt = 1.
bn1 0
On procede de méme avec les autres vecteurs de la base canonique
b1z bin
(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) pour obtenir des vecteurs Yoy Ll
bn2 bnn
reste alors a voir que
ai ain b11 b1n 1
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La méthode de la matrice augmentée

Pour inverser A, on a vu qu'il fallait résoudre les sytémes linéaires AX = e,
AX=e],., AX =e] avec (ei,e2,...,en) la base canonique de K".

Ces systémes linéaires peuvent étre résolus a travers les matrices augmentées
(Ale]), (Ale])...., (Ale]) et 'algorithme de Gauss sur les lignes. Plutét que de mener
n fois les mémes opérations élémentaires sur les lignes/colonnes de A, nous
introduisons la matrice augmentée de n-colonnes

ai aip 1 ... 0

(Alef|...lepy=| =+ .. 0
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Un exemple

On cherche a inverser la matrice

12 1
4 0 —1
-1 2 2

On introduit la matrice triplement augmentée :

1 2 1 1 0 0
(Alelefle]y=] 4 0o —1 0 1 0
-1 2 2 0 0 1
Des opérations élémentaires permettent de transformer la matrice ci-dessus en
i 0 0 —-1/2 1)2 1/2
o1 0 7/4 -3/4 —5/4
0 0 1 -2 1 2
Ceci donne alors
—-1/2 1/2  1)2
A= 7/4 —3/4 —5/4
-2 1 2
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Organisation du Chapitre 2

® Les objectifs

© Matrices et et représentation matricielle d’une application linéaire

o Structure vectorielle de Mpm, »(K)

© Produit matriciel

® Transposition, matrice (anti)symétriques, trace, puissances, nilpotence
© Inversibilité et rang

® Pivot de Gauss et ses applications

e Changement de base
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Le probleme du changement de bases : le cas général (4 bases)

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — KK une application linéaire. On considére
B, B’ deux bases de K" et v,y deux bases de IK™.
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Le probleme du changement de bases : le cas général (4 bases)

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — KK une application linéaire. On considére
B, B’ deux bases de K" et v,y deux bases de IK™.

Probléme. Les matrices M := Mat, g(f) et M = Maty, g(f) sont en général
différentes bien qu’elles représentent la méme application linéaire. Il est alors naturel
de s'interroger sur les liens entre M et M'.
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Le probleme du changement de bases : le cas général (4 bases)

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — KK une application linéaire. On considére
B, B’ deux bases de K" et v,y deux bases de IK™.

Probléme. Les matrices M := Mat, g(f) et M = Maty, g(f) sont en général
différentes bien qu’elles représentent la méme application linéaire. Il est alors naturel
de s'interroger sur les liens entre M et M'.

Réponse. En exploitant la relation vue ici et I'égalité
M' =Maty g (Idgn o f o ldgn)

on obtient

Mat,, g (f) = Maty (Idgn)Mat, g (f)Matg g/ (Idkn).
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Un cas particulier du changement de bases

On garde les notations du transparent précédent. On suppose de plus que m = n ainsi
que les égalités des bases § = yet B’ = 7.

On note Matg(f) (resp. Matg(f)) la matrice Matg g(f) (resp. Matg: g/(f)).

En exploitant la formule générale du changement de base du transparent précédent,
on obtient immédiatement

Matﬁr (f= Matﬁ/’ﬁ (Idgn )Matﬁ (f)Matﬁ’ﬁ/(Id]Kn).

Nous faisons apparaitre ici deux matrices qui peuvent sembler trés similaires :
Matﬁ/ﬁB(IdIKn) et Matﬁﬁ'B/(Id]Kn). Nous allons voir qu’elles sont inversibles et inverse
I'une de l'autre.
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Inversibilité : matrices et applications linéaires

Nous savons donner un sens a8 A~ " pour une matrice carrée Aeta ' pour une
application linéaire f : K" — IK". La proposition suivante fait le lien entre ces deux
notions d’inversibilité.
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Inversibilité : matrices et applications linéaires

Nous savons donner un sens 3 A~ pour une matrice carrée A et a f pour une
application linéaire f : K" — IK". La proposition suivante fait le lien entre ces deux
notions d’inversibilité.

Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K" une application linéaire, 3,y deux bases

de K". Alors, f est bijective si et seulement si Mat,, g(f) est inversible. Sitel estle

cas,ona
(Mat, 5(f) " = Matg ,(f ).
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Inversibilité : matrices et applications linéaires

Nous savons donner un sens 3 A~ pour une matrice carrée A et a f pour une
application linéaire f : K" — IK". La proposition suivante fait le lien entre ces deux

notions d’inversibilité.

Proposition
Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K" une application linéaire, 3,y deux bases

de K". Alors, f est bijective si et seulement si Mat,, g(f) est inversible. Sitel estle

cas,ona
(Mat, 5(f) " = Matg ,(f ).

Démonstration. =-, Supposons que f est bijective. Puisque f est linéaire,
I'application f~! est également linéaire. On a par ailleurs

Mat, g(f)Matg ,(f ') = Matyy(fo f ') = Maty,y(Idkn) = I,.

Ceci nous dit que Mat,, (f) est inversible d'inverse Matﬁ_’),(f*1 ).
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Inversibilité : matrices et applications linéaires

Nous savons donner un sens a8 A~ " pour une matrice carrée Aeta ' pour une
application linéaire f : K" — IK". La proposition suivante fait le lien entre ces deux
notions d’inversibilité.

Proposition

Soient m,n > 1 deux entiers, f : K" — K" une application linéaire, 3,y deux bases
de K". Alors, f est bijective si et seulement si Mat,, g(f) est inversible. Sitel estle
cas,on a

(Mat, 5(f) " = Matg ,(f ).

Démonstration. =, Supposons que f est bijective. Puisque f est linéaire,
I'application £~ est également linéaire. On a par ailleurs

Mat, g(f)Matg ,(f ') = Matyy(fo f ') = Maty,y(Idkn) = I,.

Ceci nous dit que Mat,, (f) est inversible d'inverse Matﬁ_y(f*1 ).
<=, Supposons que Mat,, 5(f) soit inversible. Soit x € ker(f). Notons (xi,...,Xn) les
coordonnées de x dans la base . On a Maty, g (f)(xi, . .. )T =(0,...,0)7ie,

(X1, xn)T € ker (Maty g()) = {o,\,,”_1 (IK)}- .

259



Matrice de passage

Soient n > 1 un entier, et B’ deux bases de K" et f : K" — K" une application
linéaire.
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Matrice de passage

Soient n > 1 un entier, et B’ deux bases de K" et f : K" — K" une application
linéaire.

Définition

On appelle matrice de passage de 3 a B’ la matrice Matg g (Idk»).

On qualifie parfois  "d’ancienne base" et B’ de "nouvelle base". Nous n'utiliserons
pas cette terminologie qui peut parfois préter a confusion.
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Matrice de passage

Soient n > 1 un entier, et B’ deux bases de K" et f : K" — K" une application
linéaire.
Définition

On appelle matrice de passage de § & 8’ la matrice Matg g (Idgn).

On qualifie parfois  "d’ancienne base" et B’ de "nouvelle base". Nous n'utiliserons
pas cette terminologie qui peut parfois préter a confusion.

Par ailleurs, le transparent précédent nous dit que
-1
(Matﬁﬁ,(ldkn)) = Matﬁ/.ﬁ (Idgn).

La formule du changement de base (pour le cas de deux bases) devient alors

Matg(f) = (Matﬁ73/(ldﬁ<n))_1MatB(f)Matﬁ’B/(Id]Kn). ]
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Matrice de passage

Soient n > 1 un entier, et B’ deux bases de K" et f : K" — K" une application
linéaire.
Définition

On appelle matrice de passage de § & 8’ la matrice Matg g (Idgn).

On qualifie parfois  "d’ancienne base" et B’ de "nouvelle base". Nous n'utiliserons
pas cette terminologie qui peut parfois préter a confusion.

Par ailleurs, le transparent précédent nous dit que
-1
(Matﬁﬁ,(ldkn)) = MatB/.ﬁ (Idgn).

La formule du changement de base (pour le cas de deux bases) devient alors

Matg(f) = (Matﬁ73/(ldﬁ<n))_1MatB(f)Matﬁ’B/(Id]Kn).

Dans la littérature, I'égalité ci-dessus est souvent synthétisée sous la forme
A =P 1AP,

ou l'on note A' = Matg (f), A=Matg(f) et P = Matﬁﬁ/(ldﬁ@).
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Effet d’un changement de base sur les coordonnées d’un vecteur

Les matrices de passages se retrouvent dans le résultat suivant trés utile en pratique :

Proposition
Soient n > 1 un entier, 8, 8’ deux bases de K" et x € K" de coordonnées
(X1,...,Xp) dans B et de coordonnées (x|, ...,x),) dans 3. On a

X1 52|

= Matﬁ_ﬁ, (Idgn)

Démonstration. Le produit matriciel
Matg g/ (Idgn)(x{ ..., xp) "
correspond au vecteur colonne des coordonnées de Idgn(x) = x dans la base 3, i.e.,

au vecteur colonne (xy,...,xn) . n
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Déterminants
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© Groupe symétrique
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Objectifs du chapitre

e Savoir définir le déterminant d’'une matrice en taille quelconque
et connaitre les propriétés de la fonction déterminant :
multilinéarité, transposée, produit, inverse,...

e Maitriser le développement d’'un déterminant selon une ligne ou
une colonne.

e Savoir appliquer les formules de Cramer.

e Déterminer une comatrice.

263



Une introduction

Dans ce chapitre, IK désigne Q, R ou C.
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Une introduction

Dans ce chapitre, IK désigne Q, R ou C.

Soient a, b, c,d € K. On a vu au Chapitre 2 que la quantité ad — bc permettait de
a b

caractériser l'inversibilité de A = q ] Rappelons en effet que A est inversible
c

si et seulement si ad — bc # 0. Si tel est le cas, on a

. d —b
Tad—bc\ —¢ a |’
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Une introduction

Dans ce chapitre, IK désigne Q, R ou C.

Soient a, b, c,d € K. On a vu au Chapitre 2 que la quantité ad — bc permettait de
a b

caractériser l'inversibilité de A = q ] Rappelons en effet que A est inversible
c

si et seulement si ad — bc # 0. Si tel est le cas, on a
P 1 d -—-b _
ad — bc —-c a

On s’intéresse naturellement a de possibles extensions de ce résultat en taille > 2.
Ceci va nous demander d’introduire I'un des outils les plus fondamentaux de toute

I'algebre : le groupe symétrique.
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Permutation de {1,...,n}

Soit n > 1 un entier. Par souci de concision, on note £, := {1,...,n}.

Définition

On appelle permutation de E, toute fonction f : E, — Ej bijective, i.e., telle que
pour chaque | € Ej, il existe un et un seul k € Ej, tel que f(k) = /. Lensemble des
permutations de E,, est appelé groupe symétrique d’ordre n et est noté Sj,.
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Permutation de {1,...,n}

Soit n > 1 un entier. Par souci de concision, on note £, := {1,...,n}.

Définition

On appelle permutation de E, toute fonction f : E, — Ej, bijective, i.e., telle que
pour chaque | € Ej, il existe un et un seul k € Ej, tel que f(k) = /. Lensemble des

permutations de E,, est appelé groupe symétrique d’ordre n et est noté Sj,.

Exemple. La fonction f : Es — Es définie par
f(1)=2,f(2)=5,f(3)=1,f(4)=4 et f(5)=3.

est une permutation de Es.
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Permutation de {1,...,n}

Soit n > 1 un entier. Par souci de concision, on note £, := {1,...,n}.

Définition

On appelle permutation de E, toute fonction f : E, — Ej bijective, i.e., telle que
pour chaque | € Ej, il existe un et un seul k € Ej, tel que f(k) = /. Lensemble des
permutations de E,, est appelé groupe symétrique d’ordre n et est noté Sj,.

Exemple. La fonction f : Es — Es définie par
f(1)=2,f(2)=5,f(3)=1,f(4)=4 et f(5)=3.
est une permutation de Es.

Remarque. On peut montrer (mais cela ne sera pas utile dans la suite) qu'une
fonction f : E, — Ej est une permutation si et seulement si elle est injective (resp.
surjective). ]
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Nombres et notation matricielle des permutations de {1,...,n}

Soit n > 1 est un entier.

80n utilise traditionnellement des lettres de I'alphabet grec pour noter les permutations
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Nombres et notation matricielle des permutations de {1,...,n}

Soit n > 1 est un entier.
@ Signalons qu’'un dénombrement élémentaire montre (POURQUOI?) qu'ily a
exactement n! :=1 x 2 x ... x n permutations de Ej.

80n utilise traditionnellement des lettres de I'alphabet grec pour noter les permutations
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Nombres et notation matricielle des permutations de {1,...,n}

Soit n > 1 est un entier.
@ Signalons qu’'un dénombrement élémentaire montre (POURQUOI?) qu'ily a
exactement n! :=1 x 2 x ... x n permutations de Ej.

® Considérons une permutation o : E, — Ej 6. Le caractére fini de I'ensemble E;, et

la lourdeur des écritures 6(1) = ..., 6(2) = ... conduisent a noter 6 de maniere
matricielle comme suit
1 2 k n
O =
o(1) o(2) o (k) o(n)

Exemple. La permutation ¢ : Ez — E3 définie par

o(1)=2,0(2)=3 et o(3)=1

1 2 3
O = .
<2 3 1>

80n utilise traditionnellement des lettres de I'alphabet grec pour noter les permutations

est notée
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Compositions de permutations

Soit n > 1 un entier. Etant données deux permutations ¢, 7 de E, = {1,...,n}, on
vérifie sans peine que la composition ¢ o T est encore une permutation de Ej,.

La notation matricielle introduite dans le transparent précédent est trés commode
pour déterminer I'expression de la composée ¢ o 7. En effet, on a

(12 - w=K o 1 2 . k- n
oot o (K ) 1@ - Tk - T(n)

Exemple.
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Inversion d’une permutation et signature

Définition (Inversion)

Soient n > 1 un entier et 6 € S,,. On appelle inversion de ¢ tout couple

(1,) € {1,...,n} tel que i < j et &(i) > & (j). Le nombre d'inversions de ¢ est noté
(o).

1 2 3 4

Exemple. La permutation o =
5 2 1 3 4

) possede exactement 5

inversions.
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Inversion d’une permutation et signature

Définition (Inversion)

Soient n > 1 un entier et 6 € S,,. On appelle inversion de ¢ tout couple

(1,) € {1,...,n} tel que i < j et &(i) > & (j). Le nombre d'inversions de ¢ est noté
(o).

1 2 3 4

Exemple. La permutation o =
5 2 1 3 4

) possede exactement 5

inversions.

Définition (Signature)

Soient n > 1 un entier et ¢ € S,,. On appelle signature de o I'entier (—1)/(°).

1 5 6
Exemple. La permutation o = 5 3 5 > est de signature 1 car elle

possede exactement 4 inversions.
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Définition du déterminant

Nous pouvons maintenant introduire la définition suivante :

Définition

Soient n > 1 un entier et (ap,g)1<p,g<n = A € Mp(IK). On appelle déterminant de la
matrice A I'élément de KK

det(A) := Z 8(0')80-(1)71 -..do(n),n-

cec,
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Définition du déterminant

Nous pouvons maintenant introduire la définition suivante :

Définition

Soient n > 1 un entier et (ap,g)1<p,g<n = A € Mp(IK). On appelle déterminant de la
matrice A I'élément de KK

det(A) := Z 8(0')80-(1)71 -..do(n),n-

cec,

Remarques.

On note parfois |A| en lieu et place de det(A) : cette notation rentrant en conflit
avec la valeur absolue/le module, nous veillerons a ne pas I'utiliser.

Cette expression du déterminant fait intervenir n! produits de n termes ce qui
la rend en pratique inutilisable méme pour de "petites” valeurs de n.
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Déterminant et transposition

Nous commengons notre étude des déterminants avec l'invariance par transposition :

Proposition
Soit n > 1 un entier. Pour tout A € M,(K), on a

det(AT) = det(A).
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Déterminant et transposition

Nous commengons notre étude des déterminants avec l'invariance par transposition :

Proposition
Soit n > 1 un entier. Pour tout A € M,(K), on a

det(AT) = det(A).

Démonstration. C’est évident en exploitant le fait que la signature d’'une permutation
est égale a celle de son inverse. ]
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Déterminant et transposition

Nous commengons notre étude des déterminants avec l'invariance par transposition :

Proposition
Soit n > 1 un entier. Pour tout A € M,(K), on a

det(AT) = det(A).

Démonstration. C’est évident en exploitant le fait que la signature d’'une permutation
est égale a celle de son inverse. ]

Conséquence. Nous pouvons nous contenter de développer les propriétés du
déterminant sur les lignes ou sur les colonnes.
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En taille 2

a1 aie

® Soientn=2etA= ) . Le groupe symétrique S, est constitué de

a1 agp
deux permutations

On voit tout de suite que €(oy) =1 et €(02) = —1.
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En taille 2

a a ~ -
® Soientn=2etA= 11 1,2 ) . Le groupe symétrique S, est constitué de

a1 agp
deux permutations

On voit tout de suite que €(oy) =1 et €(02) = —1.

La définition du déterminant donne alors

det(A) = €(01)ac, (1),180,(2),2 + €(02)8c,(1),1 80, (2) 2

=ai1dzz —az1a 2.
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Interprétation géométrique en dimension 2

Considérons deux vecteurs U = (x1,y1) et V= (x2,y2) de IR2. On appelle
parallélogramme engendré par u et v 'ensemble

P ={ad+BV :a,p 0,1]}.

<

i
u

Figure 5: Parallélogramme engendré par TetV

Des considérations géométriques élémentaires montrent que l'aire .<7 de ce
parallélogramme & est donnée par
X
det T .
X2 Y2

A =|x1y2 — y1xe| =
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En taille 3

a1 a2 a3
® Soientn=3etA= a1 a2 a3
as1 as2 dass

permutations

o 12361
=14 o 3 |0927

qui sont de signature 1 et

o (1 23) (1
T\ 1 03 2 T

qui sont de signature —1.

w

w

. Le groupe symétrique S3 contient six

N w

1 2 3
etom=l 5, 3 4

- W
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En taille 3

a1 a2 a3
® Soientn=3etA= a1 a2 a3 . Le groupe symétrique S3 contient six

as1 as2 dass
permutations

1 2 3 1 2 8 1 2 3
o1 = ,0p = et o3=
1 2 8 1 2 2 3 1

qui sont de signature 1 et

1 2 8 1 2 38 1 2 3
Oy = ,05 = et op=
1 3 2 2 1 2 1 3

qui sont de signature —1.

w

w

Par définition, on a

det(A) = @y 1@z 2833+ a3 1812823 + 82,183,281 3

—ay1d32a23 —az1a224a13 — az14a1,24d33.
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Interprétation géométrique en dimension 3

Considérons trois vecteurs U = (X1,¥1,21), V= (X2, y2,20) etde V= (x3,y3,23) RS.
On appelle parallélépipéde engendré par u, v et w 'ensemble

P = {oc7+/37+y7v>:a,ﬁ,ye[0,1]}.

&

7
Figure 6: Parallélépipede engendré par 7, Vetw

Des considérations géométriques élémentaires montrent que le volume 7" de ce
parallélépipéde & est donnée par
X1 N 4
V=l|det| xo yo 2o

X3 Y3 Z3 76
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Fonction déterminant sur I’espace des colonnes

Soient n > 1 un entier et A € M,(IK). On note Cq,..., Cy, les colonnes de A.
Commencons par signaler qu'il est souvent commode de noter

det(Cy|...|Cp) = det(A).

Etant donné un entier k € {1,...,n}, la notation précédente nous permet de
considérer la fonction da k : My 1(K) — K définie par

dak(X) :=d(Cy | S |Ck,1 ‘X‘Ckn ‘ e ‘Cn) pour tout X € Mp 4 (K).

278



Fonction déterminant sur I’espace des colonnes

Soient n > 1 un entier et A € M,(IK). On note Cq,..., Cy, les colonnes de A.
Commencons par signaler qu'il est souvent commode de noter

det(Cy|...|Cp) = det(A).

Etant donné un entier k € {1,...,n}, la notation précédente nous permet de
considérer la fonction da k : My 1(K) — K définie par

dak(X) :=d(Cy | S |Ck,1 ‘X‘Ckn ‘ e ‘Cn) pour tout X € Mp 4 (K).

1 4 7
Exemple. Avec A = 2 5 8 |,onapourtout x1,x0,x3 € K,
3 6 9
X1 1 X1 7
daz| X |=det| 2 x 8

X3 3 x3 9
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Le déterminant est multilinéaire alterné

La proposition suivante garantit la linéarité de da x a k fixé.
Soient n > 1 un entier. Ont lieu :
(i) Pour tout C, C" € My, 1(K) et pour tout 2, 1 € K et

det(C1|...|Ck—1|AC+1C’|Chai] ... |Cr)
=ldet(C1|...|Ck_1|C‘Ck+1‘ ‘Cn +/.Ldet C1| |Ck 1‘C |Ck+1| |Cn).

(if) Soient Cy,...,Cp € My 1(K). Alors, on a
det(Cq | |Cn

deés lors que Ck = C; pour deux entiers k,/ € {1,...,n} avec k # I.
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Le déterminant est multilinéaire alterné

La proposition suivante garantit la linéarité de da x a k fixé.

Soient n > 1 un entier. Ont lieu :
(i) Pour tout C, C" € My, 1(K) et pour tout 2, 1 € K et

det(C1|... |Gt |AC+ 1 C|Ciat] .| Cn)
=ldet(C1|...|Ck_1|C‘Ck+1‘ ‘Cn +/.Ldet C1| |Ck 1‘C|Ck+1| |Cn).
(if) Soient Cy,...,Cp € My 1(K). Alors, on a
det( C1| |Cn

deés lors que Ck = C; pour deux entiers k,/ € {1,...,n} avec k # I.

On résume souvent ces deux propriétés en disant que le déterminant est
multilinéaire alterné en les colonnes. Notons que (/) peut s’écrire :

(i") Pour tout A € Mp(K) et pour tout k € {1,...,n}, la fonction da x : M1 (K) — K
est linéaire, i.e., pour tout C, C’ € Mp 1(K) et pour tout A, it € K et

dak(AC+uC') = Adak(C)+pdax(C'). 279



Preuve

Démonstration. (/) C’est immédiat en revenant a la définition du déterminant.
(if) Soient k,/ € {1,...,n} distincts tels que Cx = C;. On note 7 I'élément de S, qui
permute k et / et fixe tous les autres. Observons que pour tout ¢ € S, on a

ag(1),1---aa(n),n = got(1),1 - --Acor(n),n €t €(007T)=—€(0).
I suffit alors d’écrire

det(Cy|...|Cn) = Z (0T)asor(1),1 - - - Asot(n),n

= —€&(0)as(1),1---ao(n),n
ces,

= —det(Cy]...|Cp)

(]

pour obtenir I'égalité souhaitée. ]
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Remarques

® Le point (ii) de la proposition précédente est clair : il exprime qu’une matrice qui a
(au moins) deux colonnes identiques a un déterminant nul.

Exemple. Sans aucun calcul, on a tout de suite

1 4 1
det| 2 5 2 |[=0.
3 6 3

Notez au passage que la matrice ci-dessus n’est pas inversible (elle est de rang 2).
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Remarques

® Le point (ii) de la proposition précédente est clair : il exprime qu’une matrice qui a
(au moins) deux colonnes identiques a un déterminant nul.

Exemple. Sans aucun calcul, on a tout de suite

1 4 1
det| 2 5 2 |[=0.
3 6 3

Notez au passage que la matrice ci-dessus n’est pas inversible (elle est de rang 2).
® Le point (i) est source de confusions. Le déterminant N'EST PAS linéaire. Ceci
s’observe des la taille avec 2 avec par exemple :
0 = det(Iz + (—1Ip)) # det(Ip) + det(—Ip) = 2
ou encore
det(3lz) =9 # 3det(Ip) = 3.

Le point (/) n’exprime donc pas une propriété de linéarité du déterminant. Elle
exprime en fait une linéarité par rapport a une colonne fixée : c’est I'objet du
transparent suivant.
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Remarques : suite et fin

La propriété (i) nous assure que la fonction ¢ : Ms 1 (IK) — K définie par

X x 1 1 X
ol y |=det| y 2 1 pourtout | y | € Msq(K).
z z 0 1 z

est linéaire. Ce n’est pas surprenant : un calcul élémentaire montre en effet que

<p((x7y7z)T) =2x—y—2z pourtoutx,y,ze K.
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Remarques : suite et fin

La propriété (i) nous assure que la fonction ¢ : Ms 1 (IK) — K définie par

X x 1 1 X
ol y |=det| y 2 1 pourtout | y | € Msq(K).
z z 0 1 z

est linéaire. Ce n’est pas surprenant : un calcul élémentaire montre en effet que
(p((x7y7z)T) =2x—y—2z pourtoutx,y,ze K.

La linéraité de ¢ permet d’écrire par exemple

3 2 1 2 1/2
ol 5 =@[| 3 [+| 2 |l=9| 3 |+2¢ 1
7 5 2 5 1
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Propriétés du déterminant

Soientn>1, Cy,...,Cn € My 1(K). Ont lieu :

(i) Pour tout o € S, on a
det(Co(1)| . .- |Co(n) = £(0)det(Cy|...|Cn).
(ii) Sila famille (Cy, ..., Cp) est liée, alors
det(Cy|...|Cn) =0.
(iii) Pour tout k € {1,..., n}, pour toute famille (A/)1</<n xx de K, on a

det(Cy...|Cp) = det(Cy|...|Ck—1]Ck + }_ ACi|Ckst]...|Ch).
I#k
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Propriétés du déterminant

Soientn>1, Cy,...,Cn € My 1(K). Ont lieu :
(i) Pour tout o € S, on a
det(Co(1)| - - - |Co(n) = €(0)det(C1...|Cp).
(ii) Sila famille (Cy, ..., Cp) est liée, alors
det(Cy|...|Cp) =0.
(iii) Pour tout k € {1,..., n}, pour toute famille (A/)1</<n xx de K, on a
det(Cy|...|Cp) = det(Cy] ... |Ck_1 ICk+/¢Zk/IC/|Ck+1 |...|Cp).

La propriété (iii) peut s'écrire comme (iii’) :

Pour tout A € M,(KK) de colonnes Cy, ..., Cp, pour tout k € {1,...,n} et pour toute
famille (k/)1§1§n,/¢k de ]K, ona

dak(Ck + Y, MiC) = dak(Cr).
1#k 283



Preuve

Démonstration. Les points (ii) et (iii) découlent de (i) et du caractére multilinéaire du
déterminant.

(/) On procede en deux temps ici. On montre tout d’abord (grace a la proposition
précédente) le résultat pour les transpositions (i.e., pour les éléments de S, qui
échangent deux éléments et qui fixent les autres). Le cas général s’obtient en
remarquant que tout élément de S, est le produit de transpositions. ]
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Remarques

® Le point (i) est clair : il exprime le fait que le déterminant est invariant au signe pres
par permutations des colonnes.
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Remarques

® Le point (i) est clair : il exprime le fait que le déterminant est invariant au signe pres
par permutations des colonnes.

© La propriété (ii) est également claire : une matrice possédant une colonne
combinaison linéaire des autres a un déterminant nul.
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Remarques

® Le point (i) est clair : il exprime le fait que le déterminant est invariant au signe pres
par permutations des colonnes.

© La propriété (ii) est également claire : une matrice possédant une colonne
combinaison linéaire des autres a un déterminant nul.

® L’égalité donnée par (i) se traduit par le fait que le déterminant d’'une matrice est
inchangé lorsque 'on ajoute a une colonne une combinaison linéaire des autres.
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Retour sur le point (iii)

Le point (iii) évoqué ci-dessus est fondamental en pratique. Essentiellement, il
s’agit de faire apparaitre un "grand nombre de zéros" dans le déterminant que I'on
cherche a calculer. Cette approche est souvent combinée avec le développement
selon une ligne ou une colonne (voir plus loin).
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Retour sur le point (iii)

Le point (iii) évoqué ci-dessus est fondamental en pratique. Essentiellement, il
s’agit de faire apparaitre un "grand nombre de zéros" dans le déterminant que I'on
cherche a calculer. Cette approche est souvent combinée avec le développement
selon une ligne ou une colonne (voir plus loin).

A ce stade, nous pouvons voir que le point (iii) permet de faire apparaitre (le cas
échéant) des relations de liaison sur les lignes ou les colonnes. On peut alors
conclure avec (ii). A titre d’exemple :

1 2 3 1 2 3 1 2 3
det| 4 5 6 =det| 0 -3 —6 =det| 0 -3 —6 =0.
7 8 9 7 8 9 0 -6 —12
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Une application de (ii) : équation cartésienne d’un hyperplan

Soit n > 2 un entier. On considére .% = (v4,...,V,_1) une famille libre de vecteurs de
K. On note H := vect{vq,...,v,—_1}. Nous allons voir que le déterminant permet
d’obtenir une équation cartésienne de H, i.e., a1,...,an € K tels que

H={(x1,...,xn) €EK":ayx1 +... +apxn = 0}.
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Une application de (ii) : équation cartésienne d’un hyperplan

Soit n > 2 un entier. On considére .% = (v4,...,V,_1) une famille libre de vecteurs de
K. On note H := vect{vq,...,v,—_1}. Nous allons voir que le déterminant permet
d’obtenir une équation cartésienne de H, i.e., a1,...,an € K tels que

H={(x1,...,xn) €EK":ayx1 +... +apxn = 0}.

Notons pour chaque k € {1,...,n}, (Vi k..., Vnk) les coordonnées de vy dans la
base canonique de K" et posons V = (vp, g)1<p,g<n € Mn(K).
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Une application de (ii) : équation cartésienne d’un hyperplan

Soit n > 2 un entier. On considére .% = (v4,...,V,_1) une famille libre de vecteurs de
K. On note H := vect{vq,...,v,—_1}. Nous allons voir que le déterminant permet
d’obtenir une équation cartésienne de H, i.e., a1,...,an € K tels que

H={(x1,...,xn) €EK":ayx1 +... +apxn = 0}.

Notons pour chaque k € {1,...,n}, (Vi k..., Vnk) les coordonnées de vy dans la
base canonique de K" et posons V = (vp q)1<p.g<n € Ma(KK). Il suffit alors d’observer
pour tout x = (xq,...,xp) € K"

(X1,...,xp) € Hedet(xT |V |...[vT) =0

X1 V171 . V1’n
X2 Voq4 ... Vonp

< det . . . =0
Xn  Vpi ... Vpn

& i xe(— 1) det(V(k, 1)) = 0
k=1

et de poser pour chaque k € {1,...,n}, ax := (— 1)k det(V(k, 1)) pour conclure. 087



Un exemple

Déterminons un hyperplan vectoriel de IR® contenant u = (2,1,0) et v = (—1,3,2).
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Un exemple

Déterminons un hyperplan vectoriel de IR® contenant u = (2,1,0) et v = (—1,3,2).

On commence par constater que (u, v) est une famille libre.

288



Un exemple

Déterminons un hyperplan vectoriel de IR® contenant u = (2,1,0) et v = (—1,3,2).

On commence par constater que (u, v) est une famille libre.

On écrit dans un second temps, les équivalences valides pour tout (x,y,z) € IR3 :

(x,y,2) € vect{u,v} < ((x,y,2),u,v) estune famille liée.

< ((x,y,2),u,v) estderang < 3.

x 2 -1
<rg|l oy 103 <3
z 0 2
x 2 —1
det] y 103 =0&2x—4y+7z=0.
z 0 2
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Un exemple

Déterminons un hyperplan vectoriel de IR® contenant u = (2,1,0) et v = (—1,3,2).
On commence par constater que (u, v) est une famille libre.

On écrit dans un second temps, les équivalences valides pour tout (x,y,z) € IR3 :

(x,y,2) € vect{u,v} < ((x,y,2),u,v) estune famille li¢e.

< ((x,y,2),u,v) estderang < 3.

x 2 -1
<rg|l oy 103 <3
z 0 2
x 2 —1
det] y 103 =0&2x—4y+7z=0.
z 0 2

On conclut que I'hyperplan vectoriel de IR® défini par
{(x,y,2) € R®:2x—4y+7z= 0}

convient.
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© Régles de Cramer et comatrices

289



Déterminant du produit

Le déterminant est compatible avec le produit matriciel au sens suivant :

Théoreme
Soient n > 1 un entier, A, B € M(K). Alors, on a

det(AB) = det(A)det(B).
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La démonstration

Cas 1 : rg(B) < n. Dans ce cas, on a det(B) = 0. D’autre part, nous savons que les
lignes de AB sont des combinaisons linéaires des lignes de B. Il s’ensuit que les
lignes de AB sont liées, en particulier det(AB) = 0 = det(A) det(B).
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La démonstration

Cas 1 : rg(B) < n. Dans ce cas, on a det(B) = 0. D’autre part, nous savons que les
lignes de AB sont des combinaisons linéaires des lignes de B. Il s’ensuit que les
lignes de AB sont liées, en particulier det(AB) = 0 = det(A) det(B).

Cas 2 : rg(B) = n. Dans ce cas, nous savons que B est inversible et qu’elle s’écrit
comme un produit (fini) de matrices (relatives aux opérations) élémentaires. Sans
pertes de généralités, nous pouvons directement supposer que B est une matrice
élémentaire.
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La démonstration

Cas 1 : rg(B) < n. Dans ce cas, on a det(B) = 0. D’autre part, nous savons que les
lignes de AB sont des combinaisons linéaires des lignes de B. Il s’ensuit que les
lignes de AB sont liées, en particulier det(AB) = 0 = det(A) det(B).

Cas 2 : rg(B) = n. Dans ce cas, nous savons que B est inversible et qu’elle s’écrit
comme un produit (fini) de matrices (relatives aux opérations) élémentaires. Sans
pertes de généralités, nous pouvons directement supposer que B est une matrice
élémentaire.

(i) Si B= Uy pour un certain couple d’entiers distincts (/, k), alors AUy, s’obtient en
échangeant deux colonnes de A. Il vient alors det(AB) = — det(A).
(i) Si B = Uj[A] pour un certain entier / et un scalaire A4, alors AUj[A] s’obtient en
multipliant une colonne de A par A. Il s’ensuit det(AB) = A det(A).
(iii) Si B = U[u] pour un couple d’entiers distincts (/, k) et un scalaire y, alors
AUg[ ] s'obtient en ajoutant a une colonne de A un multiple d’'une autre. On
conclut alors que det(AB) = det(A).

Dans les trois sous-cas ci-dessus, nous avons bien la relation voulue, a savoir
det(AB) = det(A)det(B). Ceci termine la démonstration. |
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Déterminant et inverse

Nous allons déduire du théoréme précédent une nouvelle caractérisation des
matrices inversibles.

Soient n > 1 un entier et A € M,(KK). Ont lieu :

(a) La matrice A est inversible dans M,(IK) si et seulement si son déterminant est
non nul, i.e.,
A € GLy(K) < det(A) # 0.

(b) Si A€ GLy(K), on a
det(A™") = det(A) .
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Déterminant et inverse

Nous allons déduire du théoréme précédent une nouvelle caractérisation des
matrices inversibles.

Corollaire

Soient n > 1 un entier et A € M,(KK). Ont lieu :

(a) La matrice A est inversible dans M,(IK) si et seulement si son déterminant est

non nul, i.e.,
A € GLp(K) < det(A) # 0.

(b) Si A€ GLy(K), on a
det(A™") = det(A) .

Démonstration. (a) =, Supposons que A soit inversible. On a alors

det(I) = 1 = det(A)det(A~ ), en particulier det(A) # 0.

<, Supposons que det(A) # 0. Si A n’est pas inversible, alors la famille des colonnes
de Anotée (Ct, ..., Cy) est liée et ceci entraine det(Cy| ... |Cp) = det(A) = 0.

(b) La formule voulue a été obtenue dans la preuve de I'implication = ci-dessus. ®
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Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Nous allons maintenant présenter un moyen pratique permettant de calculer un
déterminant.
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Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Nous allons maintenant présenter un moyen pratique permettant de calculer un
déterminant.

Soit n > 2 un entier. Etant donnés A € M,(K) et i,j € {1,...,n}, on note
A(i,j) € Mn—1(KK) la sous-matrice de A obtenue en supprimant la i-ieme ligne et la
j-iéme colonne de A.
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Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Nous allons maintenant présenter un moyen pratique permettant de calculer un
déterminant.

Soit n > 2 un entier. Etant donnés A € M,(K) et i,j € {1,...,n}, on note

A(i,j) € Mn—1(KK) la sous-matrice de A obtenue en supprimant la i-ieme ligne et la
j-iéme colonne de A.

Soient n > 2 entier et (a; j)1<i,j<n = A € Mp(K). Ont lieu :

(7) Pour tout j € {1,...,n}, on a la formule dite de développement suivant la
j-ieme colonne

N

det(A) = Y (—1)" ajdet(A(i. ).
i=1
(if) Pour tout i € {1,...,n}, on a la formule dite de développement suivant la
i-ieme ligne
n s
det(A) = Y (—1) ajdet(A(i, ).

—.
)
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La démonstration

Il est clair que (ii) se déduit de (i) par transposition. Observons également (quitte a
permuter les colonnes de A) qu'il suffit d’établir I'égalité voulue pour j = 1. Pour

chaque entier j € {1,...,n}, notons Sp(i) = {c € S, : 6(1) = i}. Commengons par
noter que
n
det(A) =Y £(0)ag(1),1 - - - Ao(n)n
i=1 6, (i)
n
= Zan €(0)ag),2---ac(n).n (4)
=1 6eS,()
Fixons pour un moment i € {1,...,n} et introduisons la matrice
0 a2 -+ an
0 a 12 - a-1n
A= 1 0 0
0 a2 - ain
0 an2 e ann
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On a sans difficultés

D’autre part, on a det A} = (—1)/~" det A/, avec

1 0

0 a2
Ar=| 0 a1z

0 aj1p2

0 an2

En notant Ay = (&), 4)1<p.q<n. il vient

detAl = Y €(0)ayp,-- 4

ao‘(n),n'

ceC,(i)

. .ac(,,)y,,.

ain

aj—1,n
aj+1.n

an,n
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La démonstration - fin

Maintenant, remarquons que tout élément ¢ € S,(1) induit une permutation 7 de
{1,...,n—1} de méme signature. Ceci permet d’écrire

det Al =detA(i, 1),

avec A(/i, 1) la sous-matrice de A obtenue par suppression de la 1ére ligne et de la
1ére colonne. On aboutit alors a

detA’ = (—1) " detAjy.

Il reste a revenir a (4) pour conclure que

det(A) = i(—n"—‘ ajy detA(i,1).
=1
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Nous allons calculer le déterminant de la matrice suivante via un développement
selon la 1ére ligne :

>

I
N oA
© o
© o w
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Nous allons calculer le déterminant de la matrice suivante via un développement
selon la 1ére ligne :

>

I
N oA
© o
© o w

D’apres le théoreme précédent, le déterminant de A est égal a

5 6 4 6
(— 1)1 x 1 det +(—1)"*2 x 2det +(—1)"3 x 3det M
8 9 79 7 8
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Nous allons calculer le déterminant de la matrice suivante via un développement
selon la 1ére ligne :

>

I
N oA
© o
© o w

D’apres le théoreme précédent, le déterminant de A est égal a

5 6 4 6
(— 1)1 x 1 det +(—1)"*2 x 2det +(—1)"3 x 3det M
8 9 79 7 8

Observer que le déterminant précédent (qui par définition est une somme de 6 termes
l) est la somme de trois termes chacun étant le produit des termes suivants :

— Le coefficient ay k.

+K qui n'est nul autre que la position du coefficient

— I'exposant 1+ k dans (—1)
ajy  dans la matrice.

— La sous-matrice A(1, k) obtenue en supprimant la 1ére ligne et la k-eme colonne.
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Nous allons calculer le déterminant de la matrice suivante via un développement
selon la 3éme colonne :

>

I
N oA
© o
© o w
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Nous allons calculer le déterminant de la matrice suivante via un développement
selon la 3éme colonne :

>

I
N oA
© o
© o w

D’apres le théoreme précédent, le déterminant de A est égal a

4 1 2
(—1)"*3 x 3det > +(—1)>*3 x 6det +(—1)33 x 9det vz
7 8 7 8 4 5
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Nous allons calculer le déterminant de la matrice suivante via un développement
selon la 3éme colonne :

>

I
N oA
© o
© o w

D’apres le théoreme précédent, le déterminant de A est égal a

4 12 12
(—1)"*3 x 3det ° +(—1)>*3 x 6det +(—1)33 x 9det .
7 8 7 8 4 5

Observer que le déterminant précédent (qui par définition est une somme de 6 termes
l) est la somme de trois termes chacun étant le produit des termes suivants :

— Le coefficient a; 3.

— I'exposant /+3 dans (—1)
dans la matrice.

— La sous-matrice A(/,3) obtenue en supprimant la I-eme ligne et la 3-éme
colonne.

3 qui n’est nul autre que la position du coefficient a 3
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Profiter des zéros !

Le titre est explicite : il est intéressant de développer selon une ligne ou une colonne
possédant des zéros !

Considérons la matrice B :

W

I
- N NN
o o N
N o w

En développant suivant la 2eme colonne, nous obtenons :

4
det(B)=(1)‘+2x2det< 5 ? )+O+0=2(2830)=4.
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Un déterminant fondamental : le cas des matrices triangulaires

Compte-tenu des propriétés du déterminant, on s’intéresse naturellement au
déterminant d’'une matrice triangulaire.

Proposition

Le déterminant d’'une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure) est égal au
produit des coefficients diagonaux

En d’autres termes, pour tout entier n > 2 et tous ay,...,ap € K, on a
ai * * * aj o ... O
0 a .- ¥ a . n
det 2 =det 2 = H ak,
Lo - N oo - 0 k=1
0 . 0 an * cee * an

ou les * désignent comme de coutume des scalaires quelconques.
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La démonstration

Soient n > 2, (a; j)1<i<j<n une famille d’éléments de K. On note

a0 an

ann
Soit oy € S, avec oy # Id. Par I'absurde, supposons que op(k) > k pour tout
k€ {1,...,n}. Puisque op # 1d, il existe / € {1,...,n} tel que op(/) # I. Par

hypothese, on a donc oy(/) > / puis

{oo(l),...,00(n)} C {I+1,...,n}.
Cette derniere inclusion est absurde car elle entraine en particulier
n—I1+1<n—(I+1)+1=n—1 Il s'ensuit qu'il existe ky € {1,...,n} tel que
op(ko) < ko. Il reste a remarquer que le caractére triangulaire supérieur de A donne
8ky00(ko) = 0 puis

A16o(1) - - - Gnog(n) = 0.

On conclut que

det(A) = Z &(0)aig(1) - --ano(n) = at1 - - - ann-
ces,



Un déterminant fondamental : Vandermonde

Un grand nombre de calculs de déterminants font appel au résultat suivant.

Proposition (Déterminant de Vandermonde)

Soit n > 2 un entier. Pour tout x1,...,x, € K", on a
1 2 n—1
X1Xy o ooX
1 X X‘22 ... X£_1
det | . . = [ x—x)
: : : 1<k<I<n
1 Xy x5 ... x0!

Démonstration. Par récurrence (voir TD).
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Regle de Cramer

La résolution d’'un systeme linéaire de taille n x n peut se ramener a un calcul de n
déterminants de taille n— 1. Soulignons ici que les formules ci-dessous ne sont
intéressantes en pratique que pour n=2,3.

Formules de Cramer

Soient n > 2 un entier, A € GLj(IK) de colonnes Cy,...,Cp et b € M, 1(K). Alors, le

vecteur
det(b|Cs|...|Cp)

Xc = &et(A) € Mp,1(KK)

det(C1|...[Ch-1|b)

est I'unique solution du systéme linéaire AX = b d’inconnue X € Mj 1 (KK). [ |
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Regle de Cramer

La résolution d’'un systeme linéaire de taille n x n peut se ramener a un calcul de n
déterminants de taille n— 1. Soulignons ici que les formules ci-dessous ne sont
intéressantes en pratique que pour n=2,3.

Formules de Cramer

Soient n > 2 un entier, A € GLj(IK) de colonnes Cy,...,Cp et b € M, 1(K). Alors, le

vecteur
det(b|Cs|...|Cp)
Xc = 5 € Mp1(K
= o) : n,1(IK)
det(C1|...[Ch-1|b)
est I'unique solution du systéme linéaire AX = b d’inconnue X € Mj 1 (KK). [ |

Démonstration. Lexistence et I'unicité de la solution provient du caractére inversible
de A. Notons cette solution X = (x4, ... .,xn)T. En observant que

b = x4 C1 +...+XnCn
on a tout de suite I'expression voulue, a savoir

det(b|Ca|...|Cn) = x1det(A),. .., det(Cy|...|Cn_1|b) = xadet(A).



Un exemple

Etant donnés by, bo € IR, on s'intéresse a la résolution du systeme linéaire

3X1 +2X2 = b1

4X1 +3X2 = bg,

d'inconnue (x,x2) € IR?.
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Un exemple

Etant donnés by, bo € IR, on s'intéresse a la résolution du systeme linéaire

3X1+2Xp = b1

4X1 +3X2 = bg,

d'inconnue (x,x2) € IR?.

Nous pouvons appliquer les formules de Cramer puisque

3 2
det =1#0.
4 3

306



Un exemple

Etant donnés by, bo € IR, on s'intéresse a la résolution du systeme linéaire

3X1+2Xp = b1

4X1 +3X2 = bg,

d'inconnue (x,x2) € IR?.

Nous pouvons appliquer les formules de Cramer puisque

3 2
det =1#0.
4 3

Lunique solution du systéme linéaire ci-dessus est donnée par

1

- (det b 2) et 3 O ) = (3by — 2bp,3bo — 4by).
g <3 2) b 3 4 by
et

4 3
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Comatrice

Pour terminer, nous allons voir que l'inverse d’'une matrice peut s’obtenir a travers
divers calculs de déterminants.

Pour A € Mp(IK) avec n > 2 entier et pour un couple (/,j) de {1,...,n}, on note A(/,j)
la sous-matrice de A obtenue par suppression de la i-eme ligne et de la j-éme
colonne.
Définition (Comatrice)
Soient n > 2 un entier, A € M,(KK). On appelle comatrice de A, notée com(A), la
matrice de taille n x n dont le coefficient en ligne i et en colonne j est donné par
(—1)*Idet(A(i, ).
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Comatrice en taille 2

a b
Soient a,b,c,d e Ket A= ( d ) Par définition de la comatrice, on a
c
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Comatrice en taille 2

a
Soienta,b,c.,de]KetA:( c

< d
com(A) =

Notons que si det(A) # 0, on a

|
det(A)

com(A)

T

b
d ) . Par définition de la comatrice, on a

—b

;
" ad—bc

(
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Comatrice en taille 3

Pour A = (ap"q)1§p7q§3 € M3(K), ona

a2 dg3 a; a; a a:
det —det 21 23 det 21 22
dz>  as3 asz1  ass ast  ase
a2 a3 ayy a a a
com(A)= | —det det 13 —det| M 2
az2  ass a3t  ass asz1  ase
aig  a a a a a
det 3 _ det 11 13 det 11 12
a2 das3 a1 das3 a1 ag
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Deux relations fondamentales vérifiées par la comatrice

On a le résultat suivant pour toute matrice (pas nécessairement inversible !) :

Théoreme
Soient n > 2 un entier, A € My(KK). On a

Acom(A)" = com(A)T A = det(A)L,,.

Démonstration. On note A = (ap,q)1<p,q<n- Nous allons établir que

Acom(A)" = det(A)L,.
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Deux relations fondamentales vérifiées par la comatrice

On a le résultat suivant pour toute matrice (pas nécessairement inversible !) :

Théoreme
Soient n > 2 un entier, A € My(KK). On a

Acom(A)" = com(A)T A = det(A)L,,.

Démonstration. On note A = (ap,q)1<p,q<n- Nous allons établir que
Acom(A)" = det(A)L,.

Soit (p,q) € {1,..., n}2 fixé. Notons L, la p-ieme ligne de A et Cq la g-éme colonne

de B :=com(A)". Par définition de Aetde B, on a

n
LpCq =Y ap(—1)7"* detA(g, k).
k=1
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Deux relations fondamentales vérifiées par la comatrice

On a le résultat suivant pour toute matrice (pas nécessairement inversible !) :

Théoreme
Soient n > 2 un entier, A € My(KK). On a

Acom(A)" = com(A)T A = det(A)L,,.

Démonstration. On note A = (ap,q)1<p,g<n- Nous allons établir que
Acom(A)" = det(A)L,.
Soit (p,q) € {1,..., n}2 fixé. Notons L, la p-ieme ligne de A et Cq la g-éme colonne

de B :=com(A)". Par définition de Aetde B, on a

n
LpCq =Y ap(—1)7"* detA(g, k).
k=1

Si p = g, la formule du développement du déterminant nous donne L, Cp, = det(A).
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Deux relations fondamentales vérifiées par la comatrice

On a le résultat suivant pour toute matrice (pas nécessairement inversible !) :

Théoreme
Soient n > 2 un entier, A € My(KK). On a

Acom(A)" = com(A)T A = det(A)L,,.

Démonstration. On note A = (ap,q)1<p,q<n- Nous allons établir que
Acom(A)" = det(A)L,.

Soit (p,q) € {1,..., n}2 fixé. Notons L, la p-ieme ligne de A et Cq la g-éme colonne
de B :=com(A)". Par définition de Aetde B, on a

n
LpCq =Y ap(—1)7"* detA(g, k).
k=1

Si p = g, la formule du développement du déterminant nous donne L, C,, = det(A).Si
p # g, on considére la matrice A’ obtenue & partir de A en remplagant sa g-éme ligne
par Lp. On a det(A’) = 0 puisque A" a deux lignes égales. D'autre part, le
développement de det(A’) par rapport & g-€me ligne nous donne immédiatement

LpCq. La formule désirée est établie.
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Deux relations fondamentales vérifiées par la comatrice

On a le résultat suivant pour toute matrice (pas nécessairement inversible !) :

Théoreme
Soient n > 2 un entier, A € My(KK). On a

Acom(A)" = com(A)T A = det(A)L,,.

Démonstration. On note A = (ap,q)1<p,q<n- Nous allons établir que
Acom(A)" = det(A)L,.

Soit (p,q) € {1,..., n}2 fixé. Notons L, la p-ieme ligne de A et Cq la g-éme colonne
de B :=com(A)". Par définition de Aetde B, on a

n
LpCq =Y ap(—1)7"* detA(g, k).
k=1

Si p = g, la formule du développement du déterminant nous donne L, C,, = det(A).Si
p # g, on considére la matrice A’ obtenue & partir de A en remplagant sa g-éme ligne
par Lp. On a det(A’) = 0 puisque A" a deux lignes égales. D'autre part, le
développement de det(A’) par rapport & g-éme ligne nous donne immédiatement
LpCq. La formule désirée est établie. Légalité com(A)T A = det(A)I,, s'obtient de

maniere analogue. m %0



Comatrice et inversibilité

Il découle de ce qui précede :
Corollaire

Soient n > 2 un entier, A € M,(K). Alors, on a

]
A= AT
der(a) oA

Comme pour les formules de Cramer, cette formule n’est intéressante que dans les
casn=2etn=3.
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