TD1 - Intégrales généralisées

1 tf+°od—“”1 sont di-
L Ydx 2

Exercice 1 Montrer que les intégrales généralisées f; - +

vergentes. Que peut-on dire de l'intégrale généralisée f2 (132 +x + i

Solution. Les fonctions f, g : [2, +00[— R définies par

flz) =

1
et g(z) = ——7 Ppour tout x € [2, +00]

r+1 —1

sont localement (Riemann) intégrables sur [2, +oo[ (Exer) de méme que f — g.
D’autre part, pour chaque X € [2, 4+00[, observons que

YAy 1 =In(X +1) - In(3 0.1
|5 = e+ 1 = In(X + 1)~ n(3), 0.1)
et

X dx

/ x_lz[ln\x—l\]g(:ln(X—l). (0.2)

2

Un passage a la limite dans (0.1) et (0.2) donne tout de suite

. X dx . X dx
lim =+o0 et lim = +00.
X —+o0 2 T 4+ 1 X —+o00 2 Xr — 1

En particulier, les intégrales généralisées f; - +1 et f;oo % divergent. Une nou-

velle utilisation des relations (0.1) et (0.2) assure que pour chaque X € [2, 40|,

/ZX (f(x)—g(ﬁ))dwz/j (1}% + 1im>daz:1n (%) —In(3). (0.3)

En combinant (0.3) avec _lim In(373) =0 (Exer) on aboutit &
X —4o00

I X( S )de = —In(3)
1m = —1n .
X—4oo fo \14+2 1-—2 v

En conséquence, l'intégrale généralisée f;oo(p%m + -1 )dx converge. m

Exercice 2 FEtudier la convergence des intégrales généralisées suivantes :
(a) 400 dx .
1 302\/ 1+x 7

(0) f 1 mQ\/m ;
(C) +oo In( m+1)dx
(

d) J; (oo In(z (@) go.

)

Solution. (a) Il suffit d’observer (Exer) que

1 1
221+ s+ too 75/2

et de noter que les fonctions impliquées dans cet équivalent sont positives et locale-

ment (Riemann) intégrables sur [1, +o0o[ (Exer) pour conclure que l'intégrale géné-

ralisée f1+°° xQ\”/l’l“"T est de méme nature que f oo Cé“’fg Or, cette derniére converge

car elle est I'intégrale généralisée en +o0o d’une fonction de Riemann de paramétre



_ 5 ye 42 P PpA +00 dz
a =35 > 1. On conclut alors que l'intégrale généralisée fl 27T converge.

(b) Choisissons un réel ¢ €] — 1,0[ et rappelons que lintégrale généralisée
/- 01 = \/ﬁ converge si et seulement si les deux intégrales généralisées f 1 %

et fc PN 1 i convergent. En exploitant (Exer)

1 1
22y/1+z 250 72

et en notant que les fonctions qui interviennent dans 1’équivalent ci-dessus sont
positives et localement (Riemann) intégrables sur [—3,0[ (Exer), on arrive au fait

sz s Ties . 0O dz 0 1 A
que les intégrales généralisées [~ L v o I 1o dx sont de méme nature. Il
reste alors a voir que cette derniére diverge car elle est 'intégrale généralisée en
0 d’une fonction de Riemann de paramétre o = 2 > 1. En conclusion, 'intégrale

P -, 0 dz
généralisée [~ N E= diverge de méme que f 152 m.

(¢) Commencons par observer avec I = [e—1, +00] que les fonctions f,g: I — R
définies par

In(x + 1)
x

pour tout x € 1

fla) =~ et glx) =

sont localement (Riemann) intégrables sur I (Exer). De plus, il n’est pas difficile
d’établir (Exer) que

0 < f(z) <g(x) pourtoutz € I.

En combinant les inégalités ci-dessus et la divergence de f:’f f(x)dx (car inté-
grale généralisée en +oo associée a une fonction de Riemann de paramétre o = 1)
on peut exploiter un théoréme de comparaison pour aboutir & la divergence de
400 ) +00 ln(erl)

o1 9(x)dx. En particulier, I'intégrale généralisée f dx diverge.

(d) Introduisons les fonctions f, g : [1, +oo[— R définies par

In(x) 1
f(z) = 2 et g(z) = 5 pow tout = € [1, +o0

et notons qu’elles sont positives et localement (Riemann) intégrables sur [1, +oo]
(Exer). Puisque pour tout réel z > 0, In(x) < \/z, on a

In(x)

0< —,

1
< 3 pourtoutz €0, +o0l.
T T

D’autre part, notons que f1+oog(:v)d$ converge (car il s’agit d’une intégrale gé-

néralisée en +o0 associée & une fonction de Riemann de parametre 3 3> 1). Ceci

+oo ln(z)

associé & 'encadrement ci-dessus permet alors de conclure que dx est une

intégrale généralisée convergente. m

Exercice 3 Etudier la convergence des intégrales généralisées dépendantes d’un
pammetre suivantes :

fo xal xﬁ avec a, B € R;



(b) 1+oo 1+ =dz avec a €]0,400[;

(¢) [ e " sin(u)du avect € R;
(d) f+oo Sm( Ldt avec o € R.

™

Solution. (a) Soient «, § € R. Fixons ¢ €]0, 1[.

Etudions la convergence de [; xa(fifm)ﬁ’ Observons d’une part (Exer) que

1 1
x(1 — 33)5 z—0 T

et d’autre part que les fonctions intervenant dans 1’équivalent ci-dessus sont posi-

tives et localement (Riemann) intégrables sur ]0,¢] (Exer). Ainsi, [; — fxm)ﬁ est

de méme nature que fo sa qui est convergente si et seulement si a0 < 1.

Maintenant, étudions la convergence de f dz

c TP En vertu de 'équivalent (Exer)

1 1
(1 —2)8 2=1 (1 —2)8

et du fait que les fonctions constituant cet équivalent sont positives et localement

(Riemann) intégrables sur [, 1] (Exer), les intégrales généralisées f 1179690)6 et

fal ¢ dx)ﬂ sont de méme nature. Notons que pour tout réel ¢’ €]e, 1] (Exer),

/6' dx _/l_edl‘
€ (1_$)B B 1—¢’ 1'5

ce qui entraine que f ) = converge si et seulement si 5 < 1 (Exer). En conclu-

sion, l'intégrale generahsee fo wadix)ﬁ converge si et seulement si a < 1let § < 1.

(b) Soit a €]0, +o0l. Rappelons que pour tout z € R, a* = *0(@) Si g =1,
il est clair (Exer) que f1+ Traeedx diverge. Supposons donc a # 1 et obbervons
par un changement de variables approprié¢ (Exer) que pour tout X € [1, +o0],

X

X a
a” 1 de 1 X
/1 1+ a?® = In(a) /a 1+22 In(a) (Arctan(a ) Arctan(a)),

D’autre part, notons que lim X = +ocosia > let lim aX =0sia <1
X—+o0 X—+o0

(Exer). Dans les deux cas, f1+ dx est une intégrale généralisée convergente
(Exer) et (Exer)

l—s—a,2I

/+oo a® . { n(a)( — Arctan(a)) sia>1,
1

1+ a?® e )Arctan( a). sia < 1.

(¢) Fixons t € R. Pour chaque X €]0,+4o0[, posons Iy = fo tusin(u)du et
observons que (Exer)

X
Ix = —e ¥ cos(X)+1— t/ cos(u)e "du
0



et
b's
/ cos(u)e du = e sin(X) + tlx.
0

Ces deux égalités combinées donnent pour tout X €]0, +o0],

1
1+t

Ix = (1- e X cos(X) — te X sin(X)). (0.4)
Distinguons deux cas.
Cas 1 :t>0. On a tout de suite

lim e ®cos(z) =0 et lim e “sin(z)=0
T——+00 T—+00

ce qui fournit (via (0.4))

x
1
lim e Msin(u)du = ——.
z—+oo Jo 14+1¢2

En particulier, l'intégrale généralisée f0+oo e " sin(u)du converge.

Cas 2 : t <0. D’aprés (0.4), on a pour chaque entier n > 1,

2nm 1 1
/0 e M sin(u)du = e (1—e_t(2”7r) cos(2nm)—te 12 sin(2nm)) = e (l—e_t(Qm)).

Par passage a la limite, on a

2nm
lim e M sin(u)du = —oc.
n—-+00 0
En conséquence, l'intégrale généralisée f0+°° e~ sin(u)du diverge.
(d) Soit a € R. Distinguons trois cas.
Cas 1 : a > 1. La convergence de l'intégrale généralisée f:oo 4z ot les inégalités

:EOL
valables pour tout réel x > 0,

sin(z) 1 cos(z) 1
< — et < —
% ¢ e %
nous disent que les intégrales généralisées f:oo Si;#dx et f:oo %((f)dm sont abso-

lument convergentes.
Cas 2 : « €]0,1]. Une intégration par parties donne tout de suite (Exer) pour
tout X €]m, +o0],

/WX sin) - cos(X) 1 a/X cos(@) ..

o Xo T potl
En combinant lim CO;((f) = 0 et le premier cas ci-dessus (Exer), on obtient

Tr—+-+00

0 sin(x) 1 0 cos(x)
/7T o d:1::—7TOl—a/7r o] dx.

(z)

o s
Cas 3 : a < 0. Par I'absurde, supposons que f: %dm converge. Observons
que ceci entraine

27L7T+% :
lim sin(x)

«
n—-+o0o 2n7r+% x

dx = 0. (0.5)




D’autre part, pour tout entier n > 1, on a

2n7r+377r sin(x) 2n7r+3T" ) 2717r+377T 1 T
dr > sin(x)dx > —dr = ——
2nm+ 7 x 2nm+7 2nm+ 7 \/i 2\/5

et ceci contredit (0.5). m

Exercice 4 Montrer la convergence et calculer les intégrales généralisées suivantes :
a) +oo _ dx .
1 2yite’

1+°O (% — Arctan(%))dt R

0 2 )

. [T P s +oo dz 5
Solution. (a) L’intégrale généralisée || /1T converge en vertu de 'encadre-

ment

1 1
0< ——=—==<— pourtoutz e |1,+00
221+~ a2 P [ [
et du fait de la convergence de f1+oo %. Fixons X € [1,+oo[. Un changement de
variables approprié donne (Exer)

/X dx _2/\/1+X dx
L Vite Je @7
D’autre part, on a pour tout réel x > 1,

1 1 1 1 1

@—12 " 21 2@-12 2@+ 2@t

Il découle de ceci (Exer)

+oo dx

1
— o  “Wm(3+2V2)+ V2
1 221+ 2z 211( )

(b) Soit T' € [1, +o0]. Une intégration par parties donne sans difficultés (Exer)

/T Arctan(l)dt = TArctan(l) SR 1ln(T2 +1)— 111[1(2)
1 t’ T/ 4 2 2 ‘

Il vient alors

T 1 T 1, m 1
/1 (E — Arctan(;))dt =In (ﬁ) — TArctan(f) + 1 + 3 In(2).

. . l — ~ . T —
Puisque mEI—iI-loo rArctan(;) = 1 (car Arctan(x) 0 x) et zll}l_il_loo In ( x2+1) 0,

I'intégrale généralisée f1+°° (% — Arctan(%))dt converge et satisfait

too 1 ™ 1
/1 (5 — Arctan(5) )dt = T+ 5 In(2) — 1.



(c¢) Soient deux réels € et n avec 0 < € < n < 1. Par intégrations par parties
(Exer), on a
/’7 In(1 — l‘Q)d In(1 —n%) In(1 —¢?)
13

— r = — ; + . —In(14n)+In(1+¢e)+In(1—n)—In(1—e¢).

1l vient (grace a In(1 — &2) ~, —?)
e—

) T1n(1 — 2?) In(1 — n?)
1 ————Fdr = ———— —1n(1 In(1 —mn).
Jm [ : ) (14 g) 4 In(1 - )

22
Ainsi, 'intégrale généralisée fon ln(;xQ)dx converge. On a de plus
h 2 2
) In(1—2%) In(1 — h®) B
]111_>rnl ; Td:c = h_}l&lﬂ (— — In(1+h)+In(l —h)) = —2In(2).

. o s oo 1ioa 1l In(1—2?
Finalement, 'intégrale généralisée fo %dm converge et

Ln(1 — 2?) v — _90n
/od = —21In(2).

72

(d) On convient ici que 0° = 1. Soit k& € N fixé. Puisque . ligl e ttFt2 =0, il
—+00

existe un réel B > 0 tel que pour tout réel ¢t > B,

0<e 'tk < l.

. 2 ~ ~ . . 0 ., N P
La convergence de l'intégrale généralisée [T 4 associée a Iencadrement précé-
1t

dent garantit alors la convergence de fﬁoo e~'tkdt. Par récurrence, montrons que

—+o00
/ e Hndt = n.
0

Il est immédiat de constater que

—+o00
/ e tdt=1=0.
0

Soit m € N un entier. Supposons que f0+°° e 't™dt = m!. Une intégration par
parties permet d’établir que (Exer)

+00 +o0
/ et ldt = (m+ 1) / e ttmdt.
0 0

Il reste alors & exploiter 'hypothése de récurrence pour arriver a

pour tout n € N,

/ﬂo e " dt = (m + 1)(m!) = (m + 1)\,
0

Ceci termine la récurrence.
(e) Soient a,b deux réels avec —1 < a < b < 1. Un changement de variables
approprié donne (Exer)

b dx Arcsin(b) dx
/a (2 — IEQ)\/ 1 — a2 B Arcsin(a) m



D’autre part, on a

/Arcsm(b) dx /Arcsm(b) dx 1 /Arcsm(b) dx
Arcsin(a) 2 - Sinz(x) Bl Arcsin(a) COSz(x)(Q + tan2($)) 2 Arcsin(a) COS2($)(1 + (taj}(gj))Z) .

Un nouveau changement de variables fournit (Exer)

1 /Arcsm(b) de /5 da
2 = Arctan(8)—Arctan(«)),
2 Arcsin(a) cos?(x)(1+ (ta\n/(;) \/> 1+ 22 2( (8) ()

ol o = 7tan(Afgin(a)) et § = 7tan(Af/C;in(b)). Il s’ensuit

. b dx ™
L, Gy = )+ 5)

- s e 1e . b da s
n particulier 'intégral nérali —_ converge. Il r rir
en particulie tégrale généralisée f_l a2 ia? converge este & écrire

. /h dx 1 (7'[' n 7'(') s
im — (= 1+ ) =
h=Lh<l J_1 (2—22)V1—22 22 2 V2

pour aboutir & la convergence de I'intégrale généralisée f_l @ dz et al’égalité

—x2)V1—a2

/1 e _ 7
L 2-2)V1—a22 V2

n
Exercice 5 Pour chaque entier n > 2, on pose u, = k—IQ On définit la fonction

f : R — R en posant pour tout entiern > 2, f(n) =n et f(n—%) = f(n—i—%) =0
et en la supposant affine sur chaque intervalle [n — #,n + n%] avec n > 2 entier
et nulle ailleurs.

(a) Montrer que pour chaque entier n > 2,

< " dt
Up > ) th
(b) En déduire que la suite (u,)n>2 est bornée et converge dans R.

)
(¢) Donner lallule du graphe de f.

, +5
(d) Comparer pour chaque entier n > 2, fon "?f(t)dt et uy.
(e) En déduire que f t)dt bien que f ne soit bornée sur aucun voisinage de
+00.

Solution. (a) Pour tout entier &k > 2, on a

/k a__1 1
w2 K2k TR

Il vient alors pour tout entier n > 2,




(b) D’apreés la question précédente, on a pour tout entier n > 2,

oo
0<u, < — < 4o0.
[

Il s’ensuit que (uy)n>2 est bornée. D’autre part, il est clair que (up)p>2 est (stric-
tement) croissante. Ainsi, la suite (uy)n>2 converge dans R.

(c) (Exer).

(d) La fonction f est continue sur R (Exer) et donc localement Riemann
intégrable sur R. Notons pour chaque entier n > 2, A, 'aire du triangle de sommets
(n — n—lg,,()), (n + #,O) et (n,n). L’interprétation géométrique de l'intégrale de
Riemann donne pour chaque entier n > 2,

n

n+og "1
/ f@dt =Y Av=> 5.
0 k=2 k=2

Soit (zy)n>2 une suite de réels positifs satisfaisant hr}rl T, = +o0o. On a pour
- n——+0oo

chaque entier n > 2,

Tn Ent(zn)+1 +00 1
flt)dt < / fae <y =
| rwi< | <3

ce qui assure que la suite ([, f(¢)dt)n>2 est croissante et majorée et donc conver-

gente. En conséquence, 'intégrale généralisée f0+°o f(t)dt converge (tandis que f
n’est bornée sur aucun voisinage de +00). ®



