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Intégrale de Lebesgue

Exercice 1 Soient f,g : X — Y deux applications étagées définies sur un ensemble non vide X a
valeurs dans Y C R.

1. Justifier qu'il existe (A;)ier et (Bj);jes deux familles non vides finies de parties de X formant
une partition de X et deux familles (y;)ier et (2;)jes d’éléments de Y telles que

fzzyilAi et g:szlBj.

iel jeJ

2. Montrer que
MAng= > (wi+pz)lans,

(i,§)€lxT
fo= > wizlans,.
(i.j)elxJ
et
max(f, g) = Z max (yi, zj) 1 a;,nB; -
(i.4)elxJ
Solution.

1. Conséquence immédiate du caractére étagé de f et g.

2. Soit x € X. Puisque (A;)icr et (Bj);jes sont deux partitions de X, il existe un unique ig € I et
un unique jo € J tels que x € A;, et x € Bj,. Ainsi, pour tout (i, 7) € I x J avec (i,5) # (40, jo),
onax ¢ A; N Bj. Il s’ensuit

M (@) + pg(e) = Mg +nzjo = Y (i + p2i)1ans; (2).
(i,5)€IxJ
La premiére égalitée désirée est établie. Pour les deux autres, on écrit de maniére analogue
F@)9(@) =yinzio = Y yizlans, (@)
(3,5)eIxJ

et
max(f(:n),g(m)) = Z maX(yi,Zj)lAimBj ($)

(i,5)eIxJ

[
Exercice 2 Soient (X, T, ) un espace mesuré, A € T. Déterminer [ 14dp. Que dire si A ¢ T?
Solution. L’égalité 14 = 1.14 4 0.1 4c entraine (via la convention “0 x co = 07)

/X Ladp = 1.u(A) + 0u(A°) = p(A).

Si A ¢ T, la fonction étagée 14 : X — Ry n’est pas (7, B(R4))-mesurable et I'intégrale [ 14dp n’est
alors pas définie. m



Exercice 3 L’objectif de I'exercice est d’étudier 'intégrale de Lebesgue relativement & la mesure de
comptage. Soit m la mesure de comptage sur l’espace mesurable (N, P(N)).

1. Déterminer EMp, (N, P(N)).
2. Montrer que pour tout f € EMp, (N,P(N)), on a

+oo
[ gdm =3 1(n).
N n=0

3. Déterminer Mg, (N, P(N)).
4. Soit f € Mg (N, P(N)). Pour chaque entier n > 1, on considére I'élément de EMp, (N, P(N))
donné par ¢, : N — R défini pour tout m € N par
f(k) sik<net f(k) <400
(k) :=<n si f(k) = +oo,
0 sinon.

Montrer que ((,)n>1 est croissante et qu’elle converge simplement vers une fonction & détermi-
ner.

5. En déduire que pour tout f € Mg, (N,P(N)), on a

+oo
[ gdm =3 1(m)
N n=0

6. Déterminer £ (N, P(N), m).
7. Pour f € £ (N,P(N),m), calculer [ fdm.
Solution.

1. 1l s’agit des suites (uy)nen d’éléments de R4 ayant un nombre fini de valeurs.

2. Il suffit de voir que

-

yef(N)

+o0
yeard({f =y}) = > _ f(n);
n=0

3. Il s’agit des suites (up)nen d’éléments de R

4. Soit n > 1. Fixons k € N. Si f(k) = 400, on a bien stir (,(k) < (nt1(k).
Supposons maintenant f(k) < 4+o00. Si k > n, alors (,(k) = 0 < (,41(k). Lorsque k < n, on a
évidemment k < n + 1 et ceci entraine (, (k) = f(k) = Gur1(k).
Il reste & examiner la convergence simple. Soit k& € N fixé. Si f(k) = 400, on a lim,,_, o (o (k) =
+oo = f(k). Si f(k) < 400, on observe que pour tout n > k

[Gn (k) = f (k)| = 0.

5. Le théoréme de convergence monotone et les questions précédentes donnent

+oo
Jrim= s [ Gam = i 300

Si f ne prend pas la valeur +o00, on a
+o00 n—1 +o00
dm = lim n(k) = lim k) = k).
/.1 A 36 = i S ) =3 0)
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Si f prend la valeur +00 en au moins un point kg € N, on a

+o0o
dm= 1i n(k) > i n(ko) > i = .
[ im= i 35602 i Glh0) 2 0o

Dans les deux cas, on a bien

[ gam =3 (k)
k=0
6. Soit f € L2 (N,P(N),m). Les séries > f+(n) et > f~(n) convergent (dans R) et ceci permet
d’écrire
+o0 +o00 +00 +oo
/ fdm = / ftdm — / fram=>"frm)=>_fm)=> (ffn)—f () =>Y_fln).
N N N n=0 n=0 n=0 n=0

Exercice 4 L’objectif de 'exercice est d’étudier I'intégrale de Lebesgue relativement & la mesure de
Dirac. Soient (X, 7) un espace mesurable et a € X. On note J, la mesure de Dirac sur (X,T).

1. Montrer que pour tout f € EMg, (X,T), on a
/ fdée = f(a).
X

2. En déduire que pour tout f € Mg, (X,T), on a

/X fdéa = f(a).

3. Déterminer fﬂé (X, T,0q).
4. Pour f € Z3(X,T,d,), calculer [y fdb,.

Solution.

1. Soit f € EMg, (X, T). En revenant a la définition de 'intégrale d'une fonction positive étagée
mesurable, il vient

[ f5 = 30w = ) = 1.510) = fla)

yef(X)

2. Soit f € M@+ (X,T). Par le théoréme d’approximation, nous savons qu’il existe (fy)n>1 une
suite croissante de fonctions de EMp, (X, 7T) qui converge simplement vers f. Il suffit alors
d’appliquer le théoréme de convergence monotone pour obtenir

/fd(sa: lim /fndéa: lim f,(a) = f(a).
X X

n——+oo n—-+00
3. Soit f: X — R une fonction (7, B(R))-mesurable. On a

/ |fldog < 400 < |f](a) < 400 < |f(a)] < +oo.
X

Ainsi, 43 (X, T, d,) n’est nul autre que ensemble des fonctions de X dans R qui sont (7, B(R))-
mesurables.



4. Soit f € L3(X,T,d,). Par définition, on a

/X fds, = /X f*ds, - /X f~dsa = £+(a) = £~ () = f(a).
||

Exercice 5 Soient (X,7) un espace mesurable, (p,)nen une suite d’éléments de Ry et (pn)nen une
suite de mesures sur (X, 7). On note p: 7 — [0, 4+00] la mesure définie sur (X, 7)) par

400
= anun(A) pour tout A € T.

1. Soit f € EMg, (X, T). Montrer que

/X fduzgpn /X fdtn.

2. Soient (Um,n)(mn)enz une suite double de R, . On suppose que pour chaque m € N, la suite
(Um,n)nen est croissante. Montrer que

+oo +oo
lim E Um.n = E Lm  upmn
n——+oo ’ n——+0o0o
m= m=

Solution.

1. On écrit f sous sa forme standard
= > yl{f =y}
yef(X

Par définition, on a

/deuz Yoow{f=vh)= > Zypnun {f=v}).

yef(X) yef(X

Rappelons que pour un entier M > 0, une suite (Umn)nen0<m<m de [0,+00] et une suite
(Um)o<m<m de [0, +o0], on a I'égalité

M +oco +oo M
g g UmUmn = E E UmUm,n-
m=0n=0 n=0m=0

Il s’ensuit

/fdu an Z()yun {f=y})= /fdun

= yef(X



2. Notons g la mesure de comptage sur (N, P(N)). Pour tout n € N, considérons la fonction
fn: N — Ry définie par
fa(m) :== 1wy pour toutm € N

qui est évidemment une fonction (P(N), B(R, ))-mesurable. Notons que pour tout m,n € N

fn(m) = Umpn < Umptl = fn-‘rl(m)?

i.e., la suite (fn)nen est croissante. Une application du théoréme de convergence monotone
donne alors

tim [ futm)dutm) = [ tim_fuom) ()

n——+oo

et ceci s’écrit encore

+oo +oo
lim E Um.n = E Lm  upmn
n—+oo n—-+o0o ’
m=0 m=

3. Il existe une suite croissante (f,)nen d’éléments de EMg, (X, T) qui converge simplement vers
f. Le théoréme de convergence monotone donne

+o0o
dpy = lim ndu = lim ndlg.
[ tan= tim_ [ g Hmkzzopk/)(f m

La croissance de la suite (pg fX frndpg)nen pour chaque k& € N nous permet d’exploiter la
question précédente et d’écrire

+o0
dp=S" lim / .
/Xf 1 ’;On%oopk Xf mn

Une nouvelle application de la convergence monotone donne alors pour chaque k € N

tim g [ fudi=pe Y [ fudi=pe [t fudi = [ .
n—-+oo b'e n—-+oo b'e Xn—H—oo X
On conclut que
oo
fdp = pk/ Jdpy.
fon=3m [
[

Exercice 6 Soient ({2, A,P) un espace probabilisé, ® : R, — R une fonction croissante convexe. On
rappelle que @ est continue sur R’ et satisfait

D) tyry) <D ted(ay),
k=0 k=0

pour tout n € N, pour tout z1,...,z, € 2 et pour tout t,...,t, € [0,1] avec >, _,tx = 1.
L. Soit f € EMr, (X, T).
(a) Montrer qu’il existe une partition finie (4;);c; de X d’éléments de T et une famille (y;)icr
de réels positifs tels que
f = Z yilAi‘

iel



(b) Montrer que
Bof=> d(yi)la,
el
En déduire que o f € EMpr, (X, T).
(c) Montrer que [, fdP < 400 et établir I'inégalité

B( /Q FdP) < /Q (@ o f)dP.

2. Montrer que pour toute suite de réels positifs (u,),en croissante et majorée, on a

P(sup uy,) = sup P(un)
neN neN

3. Montrer que pour tout g € Mg, (X,T) avec [, gdP < +00, on a

&( /Q gdP) < /Q (0 g)dP.

Solution.
1. (a) Ceci découle du caractére étagé mesurable de f.

(b) Soit w € £2. Il existe un unique ig € I tel que w € A;,. Il s’ensuit

(@ o f)(w) =(f(w) = D(yir) = (D P(yi)1a,)(w),
el
d’ot 'on tire I’égalité voulue. Le caractére étagé mesurable de ® o f en découle.
2. On a tout de suite
/ fdP = yiP(4;) < +oo.
2 il
De plus,
o[ 7dp) = B( 3 uP(4)) < 3 B(A)B().
2 i€l iel

ott I'inégalité résulte de la convexité de @ et du fait que D, ; P(A4;) = P(§2) =1 (ceci résultant
du fait que (A;);cs est une partition de (2).

3. Soit (un)nen une suite croissante majorée de réels positifs. Par croissance de @, on a pour tout
keN
P (ug) < O(supuy).
neN

Il vient alors

sup P(u,) < ®(supuy,).

neN neN
Notons que si s := sup,,cy un = 0, 'égalité désirée a trivialement lieu. Supposons donc s > 0.
Soit (7, )nen une suite d’éléments de {u, : n € N} telle que lim;,, 1 oo 7, = 5. On a

®(ry) < sup ®(u,) pour tout k € N,
neN

puis par continuité de ® en s

O(s) = lim P(ry) < sup P(uy).

On conclut que 'égalité énoncée a lieu.



4. Soit g € M@+ (X,T) avec [, gdP < +oc. Il existe (fn)nen une suite croissante d’éléments de
EMp_ (X, T) qui converge simplement vers g. Soit w € 2. La suite (f,(w))nen est une suite
de réels positifs, croissante qui converge vers g(w) (en particulier, elle est bornée). La question
précédente nous dit que

®(sup fn(w)) = sup ®(fn(w))

neN neN
ce qui s’écrit encore

(Pog)(w)= lim (Po fy)(w).

n—-+o0o

(/ gdP) = Sup/ fndP).
neN

La question précédente nous donne

sup/ frndP) —sup<I>(/Q fndP).

neN neN

Par convergence monotone, on a

D’apreés la deuxiéme question, on a

(I>(/Q fndP) < /Q(CD o fn)dP pour tout n € N.

Une nouvelle utilisation de la convergence monotone nous dit enfin que

sup/Q(@ofn)dIP’:/Q(éof)dIP’.

neN

@(/(ngp)g/g(@of)d]?.

Exercice 7 Soient (X, 7, 1) un espace mesuré, ( f,)nen une suite de fonctions de Mg, (X, T) a valeurs
dans R;. On suppose que f,, > fn+1 pour tout n € N. On suppose également qu’il existe ng € N tel

que fX fnodp < +00. Montrer que

lim /fnd,u:/ lim f,dp.
n—-+0o X Xn—>+oo

Solution. Pour chaque n > ng, on pose g, := fn, — fn € Mg, (X, T). La suite (g, )nen est évidemment
croissante. Le fait que [ + Jnodp < 400 permet d’écrire d'une part

On conclut que

/gndﬂz/(fno_fn)dﬂz/ fnod:u_/ fndp  pour tout n € N
X X X X

et d’autre part

/Xngrfoogndu /X(fnonggloofn)dMZ/anod“/ A frdp

On aboutit alors a
/ fnodu—nggl / Jndp = / Jnodp — / ligloofndu

et ceci s’écrit encore (car f X frodp < +00)



Exercice 8 Soient (X, 7, ) un espace mesuré et f : X — R une fonction (7, B(R))-mesurable. On
suppose que 4 est finie, i.e., u(X) < +oo. Montrer que %lfl € LHX, T, ).

Solution. On a evidemment |%|f\| € Mg (X, T, p) puis

f |f] _
/X|1+|f||du§/X1+‘f|dy§/xdu—u(X)<+oo.

’ . 1
Il s’ensuit 1+\f| € (X, T,p). m

Exercice 9 Soient (X, T, u) un espace mesuré, f € £ (X, T, ). L'objectif de I'exercice est d’établir
que pour tout réel £ > 0, il existe un réel n > 0 tel que pour tout A € T avec u(A) < 7, on ait

Jalfldu <e.
1. Justifier que |f|: X — Ry est (7, B(R4))-mesurable.

2. Pour chaque n € N, on considére la fonction f,, : X — R définie par
fn(z) :=min(|f(z)|,n) pour toutz € X.
Montrer que

n—-+o0o

lim ([f] = fn)dp = 0.
X
3. Soit € > 0 un réel. Justifier qu’il existe ng > 1 tel que

/Oﬁ—hﬂu<
X

pour tout n > ng.

| ™

4. Conclure.

Solution.

1. La fonction |f| est (7, B(R4))-mesurable par composition de la fonction f : X — R qui est
(T, B(R))-mesurable avec la fonction |- | : R — R4 qui est continue.

2. La suite de fonctions ( f,,)nen est croissante de limite simple | f|. Par ailleurs, pour tout n € N, f;,
est a valeurs positives et (7, B(R))-mesurable. D’aprés le théoréme de convergence monotone,
on a

n—-+oo

lim /fndu—/ lim fndu—/ |fldu < +o0.
X Xn—>+oo X

Il s’ensuit
tim | (If] = fu)du = 0.
X

n—-+o0o

3. La question précédente nous assure bien siir alors de I'existence de ng € N tel que

/ ([fI = fa)dp < % pour tout n > nyg.
X
4. Soit A €T avec p(A4) < 5-. On a

/A(|f| — fu)dp < % pour tout n > ng,

en particulier

I3
/f\du</fn0du+ <[4n0du+2§noﬂ(A)+:g_

N ™

8



Exercice 10 Soient (X, T, 41) un espace mesuré et f € .Z3(X, T, u). On suppose que pour tout A € T,
J4 fdp = 0. Montrer que

/=0 ppp.

Solution. L’égalité évidente f1ys>0y = f* et notre hypothése nous donne [y f*du = f{f>0} fdu =0
Le fait que f* soit (7, B(R))-mesurable entraine alors u({f* # 0}) = 0. Par ailleurs, on a

0—/fdu /f*du /fdu— /fdu

De méme que ci-dessus, on a pu({f~ # 0}) = 0. Il reste a voir que
{f#0}c{fr#0yu{f #0}
pour conclure que u({f #0})=0. =

Exercice 11 Soit (X,7,u) un espace mesuré. Montrer que (X, 7, u) est o-fini si et seulement s'il
existe f € L (X, T, u) a valeurs strictement positives.

Solution. =, Supposons que (X, 7, u) soit o-fini. Il existe une suite (A4, )nen d’éléments de 7 qui
est a la fois une partition de X et telle que pu(Ay,) < +oo pour tout n € N. Considérons la fonction
f: X — R définie par

1
flz) = Z o 1a. () pour tout z € X.

On a déja vu que

+00 1 400 1 400 1
/X fdp = ;/X mlfln(l’)du(@ = nZ::O mﬂmn) < 7;)2” < too.

Il s’ensuit que f € L (X, T, p).

<, Supposons qu’il existe f € fﬂé (X, T,u) a valeurs strictement positives. Pour chaque n € N, on
pose A, = { > 2%} La suite (Ay)nen est évidemment & valeurs dans 7T, croissante et de réunion X.
Par ailleurs, on a pour tout n € N

anﬂ(A) /Adu /fdu</fdu<+oo

et ceci entraine bien str que p(A,) < +o0o0. On conclut que (X, 7, ) est o-fini. m

Exercice 12 Soient (X, T, u) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions de £ (X, T, ). On
suppose que (f,)nen converge simplement vers une fonction f : X — R et satisfait sup, ey [y [foldp <
+00. Montrer que f € L (X, T, ).

Solution. La (7, B(R))-mesurabilité de f découle du fait que f est la limite simple de fonctions
(T, B(R))-mesurables. Il reste a écrire

[ 1t = [ it fld < it [ (dde < sup [ (< o
X X n—+oo n—+o0o [x neNJx

pour conclure que f € Z3(X,T,u). m



Exercice 13 Soient (X,7,pu) un espace mesuré, (f,)nen une suite de fonctions de X dans R. On
suppose que limy, o0 fn() = 400 pour tout x € X et pu(X) > 0. Etablir que

n——+o00

lim / fndp = +00.
X

Solution. Il suffit d’écrire

n—-+o0o n—-+00

/ hm inf fdu = +o00 x p(X) = 400 < liminf fnd,u
X

pour aboutir au résultat souhaité. m

Exercice 14 Soient (X, 7, p) un espace mesuré avec (X) > 0, (fn)nen une suite de fonctions de
L3 (X, T, ) minorée par une fonction g € %3 (X, T, ). Montrer que si lim,_, o f5, = +00, alors

lim / fndp = +o00.

n——+o00 X

Solution. On applique le lemme de Fatou a la suite (f, — g)nen d’éléments de Mg, (X, 7T) :

0< / liminf(f, — g)du < liminf [ (f, — g)du.
X

n—-+o0o n—+oo Jx

Par ailleurs, on a liminf, 4~ (fn — g) = +00 puis (car pu(X) > 0)

/ lim inf(f, — g)du = +o00.
X

n—+oo
Ceci et 1’égalité
liminf/ (fn—9g)du = —/ gdu—l—liminf/ fndp

n—-+o0o

nous donnent alors
/ngqulnig_iFgg/X fndp = 400.
Il reste & voir que — fX gdu € R pour conclure que
hm mf/ fndp = hm / fndp = +o00.
]

Exercice 15 Soient (X, 7T, u) un espace mesuré et f € £ (X, T, ). Montrer que

lim fd,u:/ fdu.
nrree J{ fl<n} X

A t-on I'égalité lim, o0 f{|f|>n} fdp = [y fdu?

Solution. Pour tout n € N, on pose gn := 1{jf/<p}f qui est évidemment (7, B(R))-mesurable (du fait
de f € Z(X,T,pn)). On a de plus limy, 400 gn(z) = f(z) pour tout x € X et

lgn(x)| <|f(z)] pour toutz € X, pour tout n € N.

Il reste & voir que [ « |fldu < 400 pour pouvoir appliquer le théoréme de convergence dominée et
aboutir a

lim fdu = lim gnd,u:/ lim gndu:/ flx)dp
n—-+o0o {\f|§n} n—-+o0o X XnﬁJroo X ()

10



On considére (X, 7T, u) = (R, B(R,dp) ou d, est la mesure de Dirac en 0. La fonction f : R — R
constante égale a 1/2 est un élément de f € £ (X, T,p). On a

1
b0 = = - 00 = 0a = 0.
/ fdéo = £(0) 5 et /{f|2n} fd /@fd 0

Exercice 16 Soient (X, 7, 1) un espace mesuré avec (X ) < +00, f : X — R une fonction (7, B(R))-
mesurable. Pour chaque n € N, on pose

Ay ={|fl>n} et B,:={n<|f|<n+1}.

1. Montrer que

[ 1t = 2/3 [ fld.

En déduire que f € £ (X, T, p) si et seulement si la série > nu(B,,) converge.
2. Montrer que B,, = A, \ An41 pour tout n € N. Exploiter cette égalité pour obtenir pour tout

N eN N N
> nu(Bn) =Y p(An) — Nu(An ).
n=0 n=1

En déduire que si la série Y u(A,) converge, alors > nu(By) converge.
3. Montrer que pour tout N € N, (N +1)14,,, < |f|. Conclure que la série ) u(An) converge
lorsque la série Y nu(By,) converge.
Solution.

1. On commence par observer que la suite des (Bp)nen a ses ¢léments deux a deux disjoints et
X = U, en Bn- Ceci et le fait que A>T — [, |f|dp € Ry soit une mesure positive sur (X, 7))

donnent .
|f|dM=/ [l = / Fldp.
/)( UnGNB” nZ:;) Br,

Pour chaque n € N, la définition de B,, entraine évidemment
wn(B) < [ \fld < (0 DB

On en arrive alors a

+00 t+oo
S npu(Ba) < / fldi < 3+ Da(Ba). (1)
n=0 X n=0

Il découle de ceci que linclusion f € Z3(X, T, u) entraine la convergence de la série Y u(By,).
Par ailleurs, si la série Y nju(B,,) converge, alors les inégalités >0 u(B,) < pu(X) < 400 nous
disent que Y (n+ 1)u(B,) converge et nous pouvons conclure par (1) que [y |f|du < 400, i.e.,
feL(X,T,u.

11



2. On a bien sir pour tout n € N, A1 C A, et B, = A, \ Ap41. Fixons N € N. On a (car u est
finie)

N N
> nu(Bn) =) npp(An \ Ant)
n=0 n=0

N N
=3 uAn) = 3 ()
n=0 n=0

N N+1
=D nu(An) = Y (n = 1)u(An)
n=1 nfif
= —Np(Any1) + Z 1(An). (2)
n=1

Il vient alors 27]2/:0 nu(By) < Zivzl p(Ay). I découle de ceci que si la série Y u(Ay,) converge,
alors la série > nu(B,) converge.

3. Soit N € N. Par définition de Ay 41, ona (N +1)14,,, < |f] et ceci nous dit que Nu(An41) <
(N + 1)p(An+1) < [y |fldp =: c. Supposons que Y~ nu(B,) converge. D’aprés la Question 1.,
on a l'inclusion f € £ (X, T, u), ie., ¢ < +oo. En revenant a (2), nous voyons que

N N
D u(An) <ty nu(Bn)
n=1 n=0

et ceci nous permet de conclure que la série > u(A,,) converge.
n

Exercice 17 Pour chaque n € N, on considére la fonction f, : [0, +oo[— R définie par

—T

fol(z) = 1nj —  pour toutx € [0, +o0f.
Déterminer
lim fndA,

ou A désigne la mesure de Lebesgue sur [0, +00].

Solution. La suite de fonctions (f,,)nen est évidemment croissante puisque pour tout n € N

—x —x

(/) +z = (Jn+1) +z

Ceci et le fait que f, soit borélienne pour chaque n € N nous permet d’appliquer le théoréme de
convergence monotone pour obtenir

fn(z) = = fnt1(x) pour tout z € [0, +o0].

l:= lim fndX = fdx > fdA,
n=+0 J10,400] [0,400] 10,1]

ot f:[0,+o0[— R4 U {400} est définie par

fla) = {6; siz # 0,

400 siz =0.

La divergence de l'intégrale de Riemann généralisée fol €~ dx et le caractére borélien de la fonction
10,1] > 2 — &~ € Ry nous dit alors que f}og} fd\ = +00. On conclut que [ = +oo. =
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Exercice 18 Pour tout entier n > 1, on définit f,, : [ :=[0,1] — R par

n

o) =13

sin (%) pour tout x € 1.

1. Vérifier que pour tout entier n > 1, f, € L (I, B(I),\), ou A désigne la mesure de Lebesgue
sur (I,B(1)).

2. Justifier que pour tout entier n > 1,
1
/Ifn(x)d)\(:c) = /0 fn(z)dz.

. : . 1
3. Déterminer ngllloo Jo fu(z)dz.

Solution.

1. Soit n > 1 fixé. Puisque f, est borélienne, l'intégrale [, 1 |fnldX est bien définie et

I I

En particulier, on a f, € 23 (1, B(I), \).

2. Soit n > 1. La continuité de f,, entraine son caractére Riemann intégrable sur I = [0, 1]. Ceci,
la question précédente et une application directe du cours nous donnent alors 1’égalité attendue.

3. Nous allons appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. On définit g : I — R
par

g(z) = ﬁ pour tout x € I

qui est & valeurs positives, continue donc borélienne et satisfait

! 1
/Ig(sc)d)\(x) :/0 g(z)dr = §ln(2).

On a d’autre part
lim — sin(f) =g(z) pourtoutz €I
n—+oo 1 + x2 n g '

Le théoréme de convergence dominée donne alors g € % (I, B(I), \) (ce dont on disposait déja
par ailleurs) et

i = im T T) = T T :1 n
tim [ h@ae) = [ lim fu@ir@ = [ gl@)dr@) = 3in),

n—-+o0o n—-+00 I

Exercice 19 Pour tout n > 1, on définit f, : I :=]0,4+o00[— R par

1— n
fu(z) = lc—i(_)st(a:) pour tout x € I.

1. Vérifier que pour tout n > 1, f, € L (I,B(I), \).

2. Déterminer nginoo f] fndA.

Solution.
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1. Soit n > 1 fixé. On examine le caractére fini de I'intégrale fI | fnldX\ qui est bien définie car f,
est borélienne. Il suffit d’observer que

2 oo 9
/ (mu)g/' fu@):/' ——dx < +o0,
I [O,+OO[1+$ 0 1+fL‘

ou égalité résulte du caractére borélien et positif de I'intégrande considérée.
2. On définit f: I — R par

1 — cos™(x)
1+ a2

1
I =1ra

qui est bien str borélienne. Il est clair que (f,,)n>1 converge simplement A-presque partout vers
f : plus précisément

pour tout x € R

lim f,(z)= f(z) pourtoutz € I\ N,

n—-+o0o

avec N := {x € I : cos(x) € {—1,1}} qui est dénombrable et donc de mesure de Lebesgue nulle.
Comme ci-dessus, on a pour chaque entier n > 1

|fn(x)| <2f(x) pour toutz € R

et [;2f(x)dA(x) < 4o0. Il reste & appliquer le théoréme de convergence dominée pour pouvoir
écrire
lim /fnd)\ = /f(a:)d)\(x)

I I

n—-+oo

Exercice 20 Soient a,b € R avec a < b, f € %3 ([a,b], B([a,b]),\). Déterminer

. |z
| | — d\(z).
LNy . nfe + ~=)f(z)dA(z)
Solution. On a tout de suite
: |z]
| 1 — = tout bl.
Jim In(e + ) f(@) = f(z) pour tout € [o, ]

Par ailleurs, on voit que pour tout n > 1 et pour tout z € [a, b]

| In(e + ‘z‘)f(w)l < [f()[In(e + |2]) < |f(2)[In(e + max([al, |0])),

/ |In(e + m)f(:nﬂd)\ < In(e 4+ max(|al, \b\))/ |f(z)|d\(z) < 4o0.
[a,b] n a

)

Nous pouvons alors appliquer le théoréme de convergence dominée pour conclure que

lim In(e + M)f(a:)cl)\(az) = f(z)dA(z).

=100 Ja,b) n [a,b]

Exercice 21 Soient (ay,)nen et (Bn)nen deux suites réelles. On suppose que » oy, converge absolument
et que (Bn)nen est bornée par un réel § > 0. On considére pour chaque n > 1, la fonction f,, : N — R
définie par

(k) = ap(1+ %)n pour tout k € N.

1. Justifier que pour chaque n > 1, la fonction f,, est (P(N), B(R))-mesurable.
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2. Montrer que (f)nen converge simplement vers une fonction f qui est (P(N), B(R))-mesurable.

3. Etablir que pour tout n > 1
| frn(k)] < enIn(+3) pour tout k € N.

4. Déterminer lim,, Z$§) fn(k).

Solution.
1. C’est immédiat compte-tenu du fait que N est muni de la tribu P(N).
2. Soit # € R. Si z = 0, on a tout de suite lim, (1 + 7)™ = e”. Supposons z # 0. On a
In(1+ %) ~ & d’on I'égalité
lim nln(1+ %) —z=0.

n—-+4oo

nin(1+7)

Il s’ensuit e e”, puis limy, 1o (1 + 7)™ = €. On conclut que

lim f,(k) = et =: f(k) pour tout k € N.

n—+oo
La fonction f est bien sir (P(N), B(R))-mesurable.
3. On a pour tout n, k € N
Br n nln\1+ﬁ—k| nin(1+2) ns B8
[fa(R)] < lagl1 + =" = agle nl < agle )= |agle"n = |agle”.

4. Puisque ) ]akleﬂ converge, nous sommes en mesure d’appliquer le théoréme de convergence
dominée sur 'espace mesurable (N, P(N)) muni de la mesure de comptage . Ceci nous permet

d’écrire
lim ak(l+ @)”d,u(k) = / lim ax(1+ &)"du(k:) = / apetdp(k).
n—-+o0o N n Nn—H—oo n N
On conclut que
= Bk = 3
li 1+ =)= k.
nﬁlinoo kZ:O ak( + n ) kZ—O e

[ ]
Exercice 22 On considére la fonction f : R? — R définie par
ft,x) = et cos(tz) pour tout (t,z) € R?.
On rappelle que fj;o e dt = /7.
1. Montrer que la fonction F': R — R définie par

F(x) := / et cos(tx)dA(t) pour tout z € R
R

est dérivable sur R. Exprimer la dérivée F’ de F sous une forme intégrale.
2. Montrer que F est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre.

3. Conclure.

Solution.
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1. Pour chaque x € R, la fonction f(-,z) est borélienne (car continue) et

/R|f(-,:6)|d)\§/Re_t2d)\(t).

. . R L. )
De plus, le caractére borélien de la fonction a valeurs positives R 3 ¢t — e € R et la
L . e e 2 .
convergence de l'intégrale de Riemann généralisée fj';o e~!"dt entrainent

2 oo 2
/et d(t) :/ e Vdt = /.
R

—0o0

On aboutit alors & f(-,x) € L (R, B(R), \) pour chaque z € R.
Par ailleurs, pour chaque ¢ € R la fonction f(t,-) est évidemment dérivable sur R de dérivée
(f(t,)) = Oaf(t,-). Elle satisfait pour tout t,z € R

|02f (t,2)| = | — tet* sin(tx)| < |t|e*t2.

Notons que 'intégrale de Riemann généralisée f0+°° |t|e‘t2 dt converge puisque

T 72
1— 1
lim teftht = lim e —.

+

Un argument de parité donne alors fj;o tle dt = 2 I > te~tdt. Cette convergence et le

caractére borélien de R 5 ¢ — |t|le™" € R permettent d’écrire
2 oo 2
/ tle " dA(t) :/ tle " dt < +o0.
R —o0

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme.
La fonction F est bien définie, dérivable sur R de dérivée

Fl(z) = /R@Qf(t,m)d)\(t) = —/Rte_t2 sin(tx)dA(t) pour tout z € R.

Pour « € R, la convergence absolue de 'intégrale de Riemann généralisée fj;o te=t sin(tx)dt
et le caractére borélien de I'intégrande nous disent que

“+oo
F'(z) = —/ te " sin(tx)dA(t) = —/ te™"’ sin(tx)dt.
R —00
2. On vérifie que pour tout x € R

+00 in(tz)e 1 e L
/ te™" sin(tz)dt = [—Sm(z)e]ti T35 / cos(ta)e " dt = eF(@).
—00

—00

Ainsi, F est solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre gy’ + %:Ey = 0.
3. La résolution de I’équation différentielle ci-dessus donne un réel C' tel que pour tout x € R,
2

F(z) = Ce™"T. Il reste a voir que F(0) = /7 pour conclure que

F(z) =+/me” T pour tout z € R.
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Exercice 23 (Riemann intégrabilité généralisée V.S. Lebesgue intégrabilité) Les symboles

suivants ont-ils un sens oo
/ sm(m)dw ot / sin(x )d)\( 2
0 T 10,400 &

Solution. La fonction f: R — R définie par

@) gy € R*

1 sinon

est continue sur R. En particulier, 'intégrale généralisée de Riemann fo smxx) dx converge. Par ailleurs,
une intégration par parties donne pour tout X > 1

/1X sin(x) dr — _[cos(as)hx B /1X cos(x) .

x x x2
E 400 cos(x)
n combinant cette égalité, la convergence absolue de I'intégrale de Riemann généralisée f dx
et limx_ 400 %(X) 0 on obtient la convergence de l'intégrale généralisée de Riemann f +oo %dw.

On conclut que l'intégrale généralisée de Riemann +°° Sm("”)

dx converge.

On note A la mesure de Lebesgue sur I'espace mesuré (R, B(RY )). La fonction f étant borélienne,
sin(x)

Iintégrale I := [g. | |d\(z) a un sens. De plus, on a en posant 2 := |J,,oy|2n7 + T, 2n7 + 37, on
+

voit que

[ i > S =

sin(x)

fo too| m d\(z) n’est pas définie. m

On conclut que 'intégrale

Exercice 24 On pose I :=]0, +oo et on note A la mesure de Lebesgue sur espace mesurable (I, B(I)).
On considére la fonction f : I? — R définie par

in(¢
f(t,z) = e_msmt() pour tout (t,z) € I%

1. Montrer que pour chaque z € I, f(-,z) € L (I,B(I), ).
2. Etablir que la fonction F': I — R définie par

F(z):= /If(t, x)dA(t) pour toutz € I

est continue sur 1.
3. Montrer que F est dérivable sur I et calculer F'(x) pour tout = € I.
4. En déduire qu’il existe C' € R tel que pour tout = € I, F(x) = C — Arctan(x).

5. Calculer oo .
lim e—ntSIH(t)d

n—+oo Jq t

t.

6. Déterminer la valeur de C.

Solution.
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. On a pour tout z € I,

—tx _ e —tx 71
/I]f(t,x)d)\(t)g/le d/\(t)—/o et =

ou 'avant derniére égalité résulte du caractére positif et borélien de I'intégrande. On en déduit
que f(-,z) € Li(I,B(I),\) pour tout x € I.

. On a vu précédemment que f(-,x) est borélienne pour tout x € I. Par ailleurs, il est clair que
f(t,-) est continue pour tout t € I. Enfin, pour T € I, on peut choisir € > 0 avec ¢ < T de sorte
que l'on puisse écrire pour tout = €]T —¢,¢ + 7|,

_ +oo _
/ |f(t, ) |dA(t) < / e A1) < / e M@ N (t) = / e M@ dt < 4o0.
I I I 0

On conclut que F' est continue en T.

. Soit € > 0. Nous allons montrer que F' est dérivable sur J :=|e, +oo[C I. On a vu que f(-,z) €
ZLa(I,B(I),\) pour tout = € J. De plus, il est évident que f(¢,-) est dérivable pour tout ¢ € I.
Enfin, on a pour tout 2’ € J et pour tout ¢ € I,

of

() et <t
A

et [;e " dA(t) = f0+°° e~ < 4o00. Le théoréme de dérivabilité sur un intervalle ouvert sous le
signe somme nous dit alors que F' est dérivable sur J et pour tout = € J,

F(z) = §£< D)0 =~ [ & Tsin(taA().

Puisque € > 0 est un réel quelconque strictement positif, nous pouvons conclure que F' est
dérivable sur I et pour tout = € I,

Fl@) = gf( Z)dA(t) = /Ie T sin(1)dA(L).

—tx

. Soit z € I. L’intégrale généralisée de Riemann f0+oo e " gin(t)dt est absolument convergente et

I'intégrande étant borélienne, on a

/I 17 sin(1)dA (1) = /0 T ot sin(t)dt.

Par ailleurs, une double intégration par parties donne
400 1
/ e sin(t)dt = — -
0 1 + X

On conclut que F(-) = C — Arctan(-) pour une certaine constante réelle C'.

. C’est une application directe de la convergence dominée. On a tout d’abord

sin
hl}rl e (t )dt =0 pour toutt > 0.
n—-+0o0
Par ailleurs, on a bien sir [; e "dA(t) = +°o etdt ainsi que

'e—ntSin(t)‘ <e < et

. pour tout (n,t) € N* x I.

On aboutit alors a )
lim —nt Sll’l(t)

dA(t) = 0.
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6. Ce qui précede nous dit que
lim F(n)=0

n—-+4o0o

et
F(n) = C — Arctan(n) pour toutn > 1.

Il s’ensuit C = g

Exercice 25 Soit f : R — R la fonction définie par

f(z) :=+/|]z| pour toutz € R.
On note A la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). Calculer fR+ e‘x2d/\f(:1;).
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