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Tribu de parties d’'un ensemble

Exercice 1 Soit X un ensemble non vide. Etablir les résultats suivants :
1. La classe de parties T := {0, X} est une tribu sur X.
2. La classe de parties T := P(X) est une tribu sur X.
3. Soit A une partie de X. La classe de parties T := {0, X, A, X \ A} est la plus petite tribu (au
sens de l'inclusion C) contenant A.
4. Soient 7 une tribu sur X et A une partie non vide de X. Alors, la classe {UNA:U € T} est
une tribu sur A.

5. Montrer que I'ensemble des parties A de X telles que A est dénombrable ou X \ A est dénom-
brable est une tribu sur X.

Solution. Les points 1, 2, 3 et 4 sont immédiats.

5. Notons 7 l’ensemble des parties A de X telles que A est dénombrable ou X \ A est dénombrable.
Montrons que 7 satisfait les points (i), (ii) et (iii) de la définition d’une tribu.

(i) Puisque @ est dénombrable, on a ) € T.

(ii) Soit A € T. Si A est dénombrable, alors X \ A a son complémentaire dans X qui est dénombrable
puisque A = X \ (X \ A). Ceci montre U'inclusion X \ A € T.

(iii) Soit (A, )nen une suite d’éléments de 7. Si pour chaque n € N, 'ensemble A,, est dénombrable, alors
la réunion | J,,cy An est dénombrable (en tant que réunion dénombrable d’ensembles dénombrables). Si
ce n’est pas le cas, nous pouvons trouver N € N tel que Ay ne soit pas dénombrable. En écrivant

X\ J A= [)X\4,) Cc X\ Ay

neN neN

et en gardant a 'esprit que X \ Ayx est dénombrable (car Ay € T et Ay n’est pas dénombrable)
nous voyons que |,y An a son complémentaire dans X dénombrable, en particuler | J, .y An € 7. On
conclut que 7 est une tribu sur X. =

Exercice 2 Soit X un ensemble infini. La classe des parties finies de X est-elle une tribu sur X 7

Solution. Non, car le complémentaire d’une partie finie de X est une partie infinie de X. m

Exercice 3 On note Py I'ensemble des parties finies de R. La classe de parties
T:=PrU{AcPR): X\ Aec Py}
est-elle une tribu sur R 7

Solution. Si 7 est une tribu sur R, alors N € T puisque N est I'union dénombrable de singletons de
R. Par ailleurs, il est clair que N n’est pas un élément de 7. m

Exercice 4 Soient X un ensemble non vide et A une classe de parties de X stable par complémentaires
et par intersections finies. Soit (A, )n,en une suite de parties de A. Montrer qu’il existe (Bp)nen une
suite d’éléments de A deux a deux disjoints (i.e., B, N By = () pour tout p,q € N avec p # ¢) telle que

U 4n = Bn.

neN neN



Solution. Posons By := Ag € A et pour tout entier n > 1

n—1
Bp=Ann [ (X\ 4) € A
k=0

Il est clair que U,y Bn € U, e An- Montrons I'inclusion renversée. Fixons = € | J,, oy An. Observons
que ’ensemble {n € N: z € A, } est non vide et notons m son plus petit élément (on rappelle que toute
partie non vide de N admet un plus petit élément). Sim = 0, alors on a x € Ag = By C J,,cy Bn- Dans
le cas contraire, m > 0 et on doit avoir & € Ay, et x € (7 (X\ Ay), i.e., z € By, C Unen Bn- L'égaliteé
UneN A, = UneN B,, est donc établie. Il reste a voir que la suite (By,)nen est constitué d’éléments de
A deux a deux disjoints : il suffit pour cela d’écrire pour tout p,q € N avec p < ¢

qg—1
ByN By C Ay [ (X \ A) C Ay (X \ 4y) =0
k=0

L’exercice est terminé. m

Exercice 5 Soit A une classe non vide de parties d’'un ensemble non vide X. Montrer que A est une
tribu sur X si et seulement si les trois conditions suivantes ont lieu :

(i) A est stable par complémentaire, i.e., pour tout A € A, ona X \ A € A;

(ii) A est stable par intersection finie, i.e., pour tout m > 2 entier et pour tout A4y,...,A4,, € A, on
asz;lfhte.A;

(iii) A est stable par union dénombrable disjointe, i.e., pour toute suite (A, )nen d’éléments de A
avec A, N Ag = 0 pour tout p,¢q € N distincts, on a |J,,cy An € A.

Solution. =, Supposons que A soit une tribu sur X. Par définition d’une tribu, on dispose tout de
suite de (i) et (i2i). Par ailleurs, nous savons via 'un des exercices ci-dessus que A est stable par
intersection dénombrable (en particulier, finie).

<, Supposons que (i), (i) et (zi7) aient lieu. Pour Ag € A, nous avons (par application de (i) et
(13i)) X = AgU(X \ Ap) € A. Il reste a vérifier que A est stable par réunion dénombrable. Soit (A, )nen
une suite d’éléments de A. D’aprés 1'un des exercices ci-dessus, nous savons (grace a (i) et (i7)) qu’il
existe (B, )nen une suite d’éléments de A deux a deux disjoints vérifiant

U 4. = Bn.

neN neN

Il suffit alors d’exploiter (iii) pour obtenir que |J, .y Bn € A et ainsi conclure que A est bien stable
par réunion dénombrable. m

Exercice 6 Soit f: X — Y une application entre deux ensembles non vides.

1. Montrer que si B est une tribu sur Y, alors
F1B)={f1B):BeB}

est une tribu sur X.

2. Montrer que si A est une tribu sur X, alors
{BeP(Y): f1(B)e A}

est une tribu sur Y.



3. Si A est une tribu sur X, la classe de parties {f(A): A € A} de Y est-elle nécessairement une
tribu sur Y ?

Solution. Les questions 1. et 2. découlent sans difficultés des trois observations suivantes :
- f7H0) = 0;
- Pourtout BCY,ona X\ fYB)=f"YY\B);
- Pour toute suite (Ay)nen d’éléments de Y, on a

U f_l(An) = f_l(U Ap).

neN neN

Concernant 3., on peut remarquer que si f désigne la fonction nulle de X = R dans ¥ = R et si
A = B(R), alors la classe de parties {f(A): A € A} = {0,{0}} n’est pas une tribu sur Y =R. m

Exercice 7 Pour chaque partie A de R, on note —A := {—a:a € A}. Soit T une tribu sur R. On
considére également la fonction f : R — R définie par

f(z) =2* pour tout z € R.

1. Montrer que S :={A € T : A = —A} est une tribu sur R.

2. Quelle est la tribu image réciproque de 7 par la fonction f7

Solution.

1. Montrons que S est une tribu sur R en vérifiant les points (i), (ii) et (iii) de la définition d'une
tribu.
(i) On a bien str ) € S.
(ii) Pour A€ S,on a R\ A € T ainsi que

—(R\ 4) =R\ (-4) =R\ A

Ceci justifie la stabilité de S par complémentaires.
(iii) Soit (An)nen une suite d’éléments de S. On a évidemment (J,, oy An € T et

_( U An) = U (_An) = U Ap.

neN neN neN

Il s’ensuit que S est stable par unions dénombrables.

2. Ona f~}(T) = S. En effet, I'inclusion f~1(7) C S tandis que I'inclusion renversée s’obtient en
remarquant que pour tout A € §, on a avec B := {562 1T € AU}

F71(Bo) = Ao.
n

Exercice 8 Soit X un ensemble non vide. Déterminer la tribu sur X engendrée par les singletons de
I’ensemble X.

Solution. Soit X un ensemble non vide. On note T la tribu de X engendrée par les singletons de
X, ie, T =0c{{z}: 2 € X}) et C la classe de parties de X dénombrables ou de complémentaires
dénombrables. On a vu que C est une tribu sur X. Cette tribu contenant évidemment les singletons de
X (qui sont des ensembles dénombrables) on a 7 C C. Soit D une partie de X. Si D est dénombrable,
I'égalité D = J,cp {z} montre que D est réunion dénombrable d’¢léments de 7', en particulier D € T
Si D est de complémentaire dénombrable, alors X \ D est également réunion dénombrable d’éléments
de 7T,douDeT.llsensuit CC 7 puisC=7. ®m



Exercice 9 Soit 7 une tribu sur un ensemble non vide X. Montrer que si 7 contient les singletons
de X, alors T contient toutes les parties dénombrables de X. En déduire que Q est un borélien de R.

Solution. Supposons que T contienne tous les singletons de X. Soit D une partie dénombrable.
L’égalité évidente
D=}
zeD
combinée & la stabilité par union dénombrable de T nous dit alors que D est un élément de T .
L’ensemble Q étant dénombrable, ce qui précéde nous dit que Q € B(R). =

Exercice 10 Déterminer la tribu borélienne de I'espace topologique @ muni de la topologie induite
par la topologie naturelle de R.

Solution. On a tout de suite B(Q) C P(Q). Soit A € P(Q). Le caractére dénombrable de Q entraine
la dénombrabilité de A. Ceci et le fait que tout singleton de Q est fermé dans Q nous dit que A est
I'union dénombrable de boréliens de Q. On conclut que A € B(Q). =

Exercice 11 Soit (X,0) un espace topologique. Déterminer la tribu engendrée par les fermés de
(X,0).

Solution. Soit F' un fermé de (X, ). On a sans difficultés X \ F € O C 0(O) = B(X). Le fait que
B(X) soit stable par complémentaires nous dit que F' € B(X). Il s’ensuit o(F) C o(B(X)) = B(X).
Montrons l'inclusion renversée. Soit U un ouvert de (X,0), i.e., U € O. Ona X \U € F C o(F).

Puisque o(F) est stable par complémentaires, on a U € o(F) et ceci montre que O C o(F). On conclut
que 0(0) Co(o(F))=0(F). m

Exercice 12 Soit X un ensemble non vide. On suppose que X = J;c; X; avec I ensemble non vide
dénombrable (i.e., en bijection avec une partie de N) et X; N X; = 0 pour tout 4,5 € I distincts.
Montrer que la classe de parties T := {UjeJ X;j:JC I} est une tribu sur X. Donner une classe de
parties C de X telle que o(C) =T.

Solution. Montrons que 7 satisfait (i), (ii) et (iii) de la définition d’une tribu.
(i) Il est clair que ) € T (une réunion indexée sur I'ensemble () est ).
(ii) Soit A € T. Il existe J4 C I tel que A= X;. 1l vient alors

J€JA
x\A=Uxo\ (U xp= U XieT.
i€l Jj€Ja 1€I\J 2
(iil) Soit (A )nen une suite d’éléments de 7. Pour chaque n € N, il existe J,, C I tel que Ap, = (J;e 5, Xi-

De ceci, on tire sans difficultés

UA”: U X, eT.

neN iEUneN In
On conclut que 7 est bien une tribu sur X. Notons que la tribu 7 contient la classe {X; :i € I}
puisque
X; = U X; pour touts € I,
jedi}

en particulier 7 D o({X; : ¢ € I'}) =: T'. Pour obtenir I'inclusion renversée, il suffit de remarquer que
pour tout J C I, on a UjeJ X; € T' par dénombrabilité de J. m

Exercice 13 Soient 77 et T3 deux tribus sur un ensemble non vide X. Montrer que

0—(7—1U7-2):0—({T1UT2:T1 67-1,T2 GE})ZU({TlﬁTQ:Tl 67-1,T2€7-2}).



Solution. Pour chaque i € {1,2}, on a (puisque 0, X € T; )
T; C {TlUTQZTl Eﬂ,TQ 675} = U
et
T: C {TlﬂTQZTl €T, Ty 67-2} = 7.
Il s’ensuit T3 U Ty C o(U) et Ty UTe C o(Z). Il découle de ceci
oc(lMUTe) Cold) et o(T1UT:) Co(D).
D’autre part, on a pour tout 77 € 71
Ty €o(Th) Co(TiUTs)
et de méme pour tout T € T
Ty € 0(T2) C o(T1 UTo).
Le fait que o (71 UT2) soit une tribu sur X donne alors i C o(T1UT3) et Z C o(71 UT2). On en déduit

oU)Co(T1UT2) et o(Z)Co(TiUTa).
On conclut que o(TT1UT2) = o) =0 (Z). m

Exercice 14 L’objectif de cet exercice est d’établir que 'union croissante de tribus n’est en général
pas une tribu. On considére pour chaque n € N la classe de parties de N définie par

Co = {{0}, {2}, ..., {20}, N\ {0,2,...,2n}}.

et on pose T, := o (Cy).
1. Montrer que la suite (7, )nen est croissante pour l'inclusion.
2. Etablir que 2N ¢ 7, pour tout n € N.

3. Conclure que 'union |J T» n’est pas une tribu sur N.

neN
Solution.

1. II suffit de voir que pour tout n € N
N\{0,...,2n} =N\ {0,...,2n+2} U{2n + 2} € T 41

et
{0}7{2}a"'a{2n} 67;L+1

pour conclure que T, C Tpit1-

2. Soit n € N. On pose Ay := {0}, A := {2},..., 4, = {2n} et A,y1 := N\ {0,2,...,2n}
de sorte que 7, = {Ax : k € K} avec K := {0,...,n + 1}. Remarquons que K est fini et
que les (Ag)rer forme une partition de N. D’aprés I'Exercice 12, nous savons que la classe
C := {Ujer A1 : L C K} satisfait 0(C) = T,. En particulier, si 2N € Ty, alors 2N = J,.; 4;
pour une partie J de K et ceci est absurde.

3. Supposons que T := J,,cy Tn soit une tribu sur N. La stabilité de 7 par réunion dénombrable
combinée au fait que pour tout n € N, {2n} € T, C T nous permet d’écrire

oN=[]J{2}eT=J T
neN neN

On en déduit qu’il existe ng € N tel que 2N € Ty, et ceci contredit le résultat de la question
précédente. On conclut que 7 n’est pas une tribu sur N.



Exercice 15 Soient (X, 7x) un espace mesurable et Y C X une partie non vide de X. On suppose
qu’il existe une classe C de parties de X telles que 0(C) = Tx. On considére la classe de parties de Y

Cy ={CNY:CeC}.

1. Etablir que o(Cy) C Ty.
2. Montrer que
T ={CeP(X):CNnY €0(Cy)}.
est une tribu sur X.

3. Conclure.

Solution.
1. L’inclusion Cy C {CNY : C € Tx} entaine o(Cy) C Ty.

2. Evidemment, on a ) € T. Soit A € T. On a par définition de 7, I'inclusion ANY € o(Cy).
Puisque o(Cy) est une tribu sur Y, nous savons que (X \ A)NY =Y\ ANY € o(Cy). Ainsi,
la classe T est stable par complémentaires dans X. Il reste a voir que pour une suite (Ay,)nen
de parties de 7, on a

(UAnny=JAnY)eT

neN neN

ou la derniére inclusion découle du fait que o(Cy) soit une tribu sur Y et que pour tout n € N,
A, NY € o(Cy). On conclut que T est une tribu sur X.

3. La tribu 7 contenant évidemment la classe C, nous pouvons écrire Tx = o(C) C T. Soit U € Ty.
Par définition de Ty, il existe V' € Tx tel que U = VNY. Or, ce qui précéde nous dit que V € T,
ie, VNY € d(Cy). On aboutit alors & Ty C 0(Cy ). L’égalité désirée est donc démontrée.

Exercice 16 On considére les classes de parties de R :
Co:={la,bl: a,b € Q,a < b}, Ci:={[a,b]:a,becQ,a<b}

Co:={la,b[: a,b € Q,a <b}, C3:={]a,b]:a,beQ,a<b}
Ci:=A{lg,+o0[: ¢ € Q}, C5:={]g,+oo[: ¢ € Q}
Coe :={] —00,q]: q€Q}, Cr:={]—00,q[:qeQ}

On rappelle (voir Cours) que la tribu borélienne de R est engendrée par la classe de parties Cy,
autrement dit : B(R) = o(Cyp).

1. Montrer que tout intervalle [a,b] avec a,b € R est un borélien de R. Montrer que pour tout
x € Q, ona{z} € o(Cy). En déduire que B(R) = o(Cy).

De maniére analogue, établir que B(R) = (C2) = o(Cs).
A Taide de 'égalité o(C2) = B(R), montrer que o(C4) = B(R). En déduire que o(C7) = B(R).
De méme, montrer que o(Cs) = o(Cg) = B(R).

DA R

Peut-on remplacer dans ces diverses expressions de la tribu borélienne B(R) I'ensemble Q par
d’autres parties de R?

Solution.



1. Pour tout a,b € R avec a < b, I'intervalle [a, b] est un borélien de R car fermé dans R. Ainsi, on
a C1 C B(R) puis ¢(C1) C B(R). Par ailleurs, pour tout x € R, on a

(o} = Nz - 2%,“%] € o(Cy).

2
neN

En écrivant pour tout a,b € Q avec a < b

Ja, b[= [a, 8] \ ({a} U{b}) € o(C1)

on obtient B(R) = 0(Cy) C o(Cy). L’égalité voulue est alors établie.

2. Commencons par noter que pour tout a,b € R avec a < b, U'intervalle [a, b] est un borélien de R
puisque [a, b[= [a, b] \ {b} et que [a, b] et {b} sont eux-mémes des boréliens de R (car fermés dans
R). On a donc C2 C B(R) et ceci entraine bien str que o(C2) C B(R). Pour obtenir I'inclusion
renversée, remarquons tout d’abord que o(Cz) contient les singletons de R car

1) = = gz + gl 0(Co).

neN

On a alors pour tout a,b € Q avec a < b
[a,b] = [a,b]U{b} € o(C2)

et ceci donne B(R) = o(C;1) C 0(C2). On conclut que B(R) = o(C2). L’égalité B(R) = o(C3)
s’obtient de maniére analogue.

3. Les ensembles [r, +o0o[ avec r € R sont évidemment fermés dans R et donc en particulier des
boréliens. On en déduit que o(C4) C B(R). Pour obtenir 'inclusion renversée, il suffit de voir
que pour tout a,b € Q avec a < b, on a

[a, b[= [a,+oo[\[b, +00[€ o(C4).

L’égalité o(C7) = B(R) s’obtient en remarquant que [¢, +oo[= R\] — 00, ¢[ pour tout ¢ € Q.
4. C’est la méme démarche que ci-dessus.

5. On peut bien str remplacer Q par R. On peut également remplacer Q par n’importe quelle
partie dénombrable dense de R.

[

Exercice 17 On considére la classe de parties C := {[a,b] : 0 < a < b} de R ainsi que la classe
T:={BeBR):BCR;}U{BeB(R):R* C B}.

Montrer que 7 est une tribu sur R contenant la tribu o(C). A t-on 7 = B(R) ?

Solution. On a évidemment () € 7. Pour A € 7, on a A° € B(R) et R* = (R4)¢ C A° ou A° C
(R*)¢ =Ry et ceci montre que A° € T. Soit (A, )nen une suite d’éléments de 7. S’il existe k € N tel
que R* C Ay, alors R* C J, ey An =: A puis A € 7. Dans le cas contraire, on a pour tout k£ € N,
A C Ry puis A C R4. On conclut que 7 est une tribu sur R.

Par ailleurs, il est clair que C C {B € B(R): B C Ry} =: C4 et cette inclusion entraine bien sir
olC)Cco(Cy)CT.

Enfin, on a 7 # B(R) car [-1,1] € B(R) et [-1,1] ¢ T. m

Exercice 18 Donner une expression de la tribu borélienne de R := R U {—o00,+00} en fonction de
B(R).



Solution. La topologie Or naturelle de R est la topologie induite par la topologie O naturelle de R.
Puisque R € B(R), on a

B(R)={BNR:BeBR)} ={AcB[R): ACR}. (1)
Définissons la classe de parties
C:= {(07 {+OO} ) {_OO} ) {—OO, +OO}} .

Nous allons montrer que B(R) = {BUC : B € B(R),C € C}. Observons que I'inclusion du membre de
droite dans celui de gauche est immédiate car tout élément de C est un borélien de R et tout borélien
de R est un borélien de R (voir (1)). Montrons Iinclusion renversée. Soit B € B(R). Distinguons quatre
cas :
Cas 1. BCR.Ona B=BUfet BeB(R) (voir (1)).
Cas 2. 400 € B et —oo ¢ B. Dans ce cas, B= B'U{+o0} avec B :== BNR € B(R) (voir (1)).
Cas 3. —c0 € B et 400 ¢ B. Dans ce cas, B= B’ U{—occ} avec B':= BNR € B(R) (voir (1)).
Cas 4. —o0,+00 € B. Dans ce cas, B = B'U{—o00,+0c0} avec B':= BN R € B(R) (voir (1)).
Dans tous les cas, B est I'union d’un borélien de R et d’un élément de C. m

Exercice 19
1. Justifier que pour tout a € R, Pensemble [a, +00c] est un borélien de R. En déduire que 7 :=
o({[a,+<] : a € Q}) C B(R).
2. Etablir que R € T.
3. Montrer que si i : R — R désigne I'injection canonique de R dans R, alors i ~1(7) C T.
4. En appliquant le lemme du transport, montrer que i~1(7) = B(R).
5.

Conclure.

Solution.

1. Pour tout a € R, I'ensemble [a,+o00] est fermé dans R et donc en particulier il appartient &
B(R). On en déduit B
T :=oc({[a,+o0] : a € Q}) C B(R).
2. On a {400} = ey, +00] € T et {—o0} = R\ U, en[—n,400] € T. Il s’ensuit R = R\
{—o0, 40} €T.
3. II suffit d’écrire
i) ={i(T):TeT}={RNT:TeT}CT,
ol la derniére inclusion résulte de R € 7.
4. On a
i) = U({fl([a, +00]) 1 a € Q}) = o({[a, +oo[: a € Q}) = B(R).
5. En combinant les deux derniéres questions, on obtient B(R) C 7. La description de la tribu
B(R) obtenue & I'Exercice 18 permet alors de conclure que 7 = B(R).

Exercice 20 Soient (Xi,71), (X2, 72, (X3, 7T3) trois espaces mesurables. L’objectif de exercice est
d’établir les égalités

TieTheoT=(Teoh)@T=T& (T Ts).
1. Montrer que 1 ® Ta @ T3 C (T1 ® T2) @ Ts.



2. Montrer que pour tout Az € T3, la classe de parties
Caz ={Be€T®T2:BxA3€T1 ®T2® T3}

est une tribu sur X; x Xy contenant la classe {41 x Ay : A1 € Ti,A9T2}. En déduire que
Cay = (Th @ Ta2).

3. Conclure que (71 @ T2) @ T3 =T1 ® T2 @ Ts.
4. De maniére analogue, établir 'égalité 71 @ Ta @ T3 = T1 @ (T2 @ T3).

Exercice 21 Soient (X1, 771), (X2, 72) deux espaces mesurables. On suppose que pour tout entier k €
{1,2}, il existe une classe de parties de C de X}, telle que Xj € Cy et o(Cr) = T. L'objectif de cet
exercice est d’établir que

T QT :O'({Al X Ao : A1 € Cq, As ECQ}).

1. Montrer que 7 :=0({A; X Ay : A1 € C1,A2 € C2}) CTh ® Ta.

2. Montrer que Tx, = {A € P(X1): Ax Xy € T} est une tribu sur X; contenant la classe de
parties C;. En déduire o(Cy) C Tx,.

3. Montrer que Tx, := {B € P(X2): X1 x B € T} est une tribu sur X5 contenant la classe de
parties Ca. En déduire 0(Ca) C Tx,.

4. Soient A € Ty et B € T5. Justifier que A x X5 et X; x B € 7. En déduire A x B € T. Conclure
que T T, CT.

5. Peut-on étendre ce résultat au cas de n espaces mesurables avec n > 2 entier 7
Solution.
1. De l'inclusion évidente

{AlXA2:A1€C1,A2€C2}C{A1XAQ:AlE'rl,AQEB}

on déduit
U({Al X Ag: A1 €C,Ar € CQ}) CTh®Ts.

2. Montrons que Ty, satisfait (i),(iii) et (iii) de la définition d’une tribu.
(i)OnaleTxy, car D e P(Xy)et D x Xo=0€T.
(ii) Soit A € Tx,. Ona X1\ A€ P(X1) et

(Xl\A)XXQZ(XlXXQ)\(AXXQ)ET.

(iii) Soit (An)nen une suite d’éléments de Tx,. On a bien stir (J,,cn An € P(X1) et

(U An) x X = | J(An x X3) € T.

neN neN
Ceci montre que Tx, est une tribu sur X;. Par ailleurs, ’hypothése X2 € Cy entraine facilement
que C; C T puis o(C1) C T.
3. C’est analogue a la question précédente.
4. Puisque 71 C Tx,, on a A € Tx, puis par définition de Tx,, on a A x X9 € 7. De méme, on a
X1 x B € 7. On déduit de ces deux derniéres inclusions

AXB:(AXXQ)Q(Xle)ET.

La tribu 7 contient donc la plus petite tribu contenant les produits 17 x 15 avec T1 € T7 et
Ty €Tz, ie, Tt @Ts.



5. On peut étendre ce résultat au cas d’un nombre fini quelconque d’espaces mesurés a ’aide d’une
récurrence immeédiate et en utilisant ’associativité du symbole &®.

Exercice 22 On note X = {1,2}. Montrer que

c({1}) ® o({1}) # o ({(L, 1)}).
Solution. Observons d’une part que
o({(1L, DY) = {0,{(L, D}, X*\ {(1, )}, X*}
et d’autre part
o({1}) =1{0,{1}, {2}, X}.
On a évidemment
{12} x {2} e o({1}) ® o ({1})
tandis que
{1,2} x {2} ={(1,2),(2,2)} ¢ o({(1, 1)}).

Exercice 23 Soit n > 1 un entier. Etablir que U(I(g (R™)) = B(R™), ou

I(ED](RTL) = {H[ak,bk] :Vk € {1,...,n},@9ak < b E@}
k=1

Solution. En notant C := {[a,b] : a,b € Q,a < b}, on voit que
TH(R™) = {A1 % ... x Ay :Vk € {1,...,n}, Ay €C}.
Par ailleurs, nous savons que B(R) = ¢(C). En combinant le cours et I'Exercice 21 on a les égalités
BR)®...@B(R)=B(R") =0({A1 x...x A, :Vk e {1,...,n}, Ay € CU{R}}).
Notons que la tribu o({A; x ... x A4, :Vk € {1,...,n}, A €C}) = U(I(g] (R™)) contient la classe
{A1 x ... xAp Ve e {1,...,n}, A, € CU{R}}

puisque tout élément de cette derniére est une union dénombrable de produits d’intervalles fermés a
extrémités rationnelles (ceci provenant de I'égalité évidente R = (J,cn[—k, k]). On conclut que

BR") = o({A1 x ... x Ay : Yk € {1,...,n}, Ay € C}) = o(Z5 (R") = BR").
|

Exercice 24 Soit X un ensemble non vide.

Une classe monotone sur X est une classe de parties de X stable par unions croissantes dénom-
brables et par intersections décroissantes dénombrables.

Un clan (ou parfois une algébre) A sur X est une classe de parties de X (i.e., une partie de P(X))
vérifiant :

(i)DeA,
(ii) Stabilité par complémentaires : Pour tout A € A, on a I'inclusion
X\AeA
(iii) Stabilité par réunions finies : Pour tout entier n > 1 et pour tout Aj,..., A4, € A, on a
I'inclusion
n
U A, e A
k=1
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. Montrer que si X est fini tout clan est une tribu.

Montrer qu’une classe de parties de X est une tribu si et seulement si elle est & la fois un clan
et une classe monotone.

Montrer que l'intersection d’une famille non vide quelconque de classes monotones de X est une
classe monotone de ’ensemble X.

Montrer que pour C est une classe de parties de X, il existe une plus petite classe monotone
sur X (au sens de l'inclusion C) contenant C. On I'appelle la classe monotone engendrée par C
et on la note M(C).

Soit A un clan de X. L’objectif des questions ci-dessous est d’établir que la classe monotone
engendrée par A est égale & la tribu engendrée par A, autrement dit :

M(A) = o(A).

(a) Montrer que C := M(A) C o(A).
(b) Montrer que C contient ().

(c) Etablir que C" := {C € C: X \ C € C} est une classe monotone sur X. En déduire que C = C’
et que C est stable par complémentaires.

(d) Pour chaque C' € C, on définit la classe de parties
Dc:={BeC:BUCE€eC(C}.

i. Soit A € A. Montrer que D4 est une classe monotone sur X et que C = Dy.
ii. En déduire que pour tout C € C, A C Do C C.
iii. Montrer que D¢ est une classe monotone sur X pour tout C € C.

iv. Conclure que C est un clan et que I'égalité attendue a lieu.

Solution.

1.

Si X est fini, 'ensemble des parties de X est fini. En particulier, un clan sur X a un nombre
fini d’éléments.

. Seule l'implication < est & établir. Soit 7 une classe de parties de X qui est a la fois un

clan et une classe monotone sur X. Soit (A,)nen une suite d’éléments de 7. Pour chaque
n € N, posons By, = [J;_yAr qui est un élément de 7 puisque T est un clan. L’égalité
évidente | J,, oy An = U, en Bn, la croissante de (B, )nen et la stabilité de 7 par union croissante
dénombrable entrainent alors que |J,, ey An € 7. On conclut que 7 est une tribu sur X.

3. Ceci découle directement de la définition d’une classe monotone.

4. On note M(C) := () ger, A ot I'c désigne I'ensemble des classes monotones de X contenant la

classe C. L’ensemble T'¢ est non vide car il contient C. D’aprés la question précédente, M(C) est
une classe monotone sur X. Elle est la plus petite classe monotone sur X (au sens de I'inclusion
C) contenant la classe de parties C.

. (a) L’inclusion désirée découle du fait que o(A) est une classe monotone sur X contenant .A.

(b) Une classe monotone M sur X contient () (avec A, := () pour tout n € N, on a | J,,cy An =

0 eM).

(c) Il n’est pas difficile de vérifier que C’ est une classe monotone. La classe de parties C’ satisfait
évidemment A C C' € C = M(A). 1l s’ensuit M(A) C C' € M(A), ie.,, C = M(A) =C".
Pour A € C, nous avons donc A € C’ et ainsi X \ A € C.

(d) i Soit A € A. On montre sans difficultés que A C Dy C C et que D4 est une classe
monotone. Il découle de ceci que C = Dy4.
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ii.

iii.

1v.

Soit C' € C. On a bien stir Do C C. Soit A € A C C. Puisque C = D4 (d’aprés la question
précédente) on a AUC € C. Il s’ensuit A € D¢.

Soit Cy € C. De méme que précédemment, il est aisé d’établir que D¢, est une classe
monotone ce qui donne 'égalité Dc, = C. Ceci et le fait que Cp soit arbitraire dans C
traduit le fait que pour tout B,C € C, BUC € C. La classe C est donc stable par réunion
finie.

On conclut que la classe de parties C est un clan de X et une classe monotone de X et
donc une tribu sur X.
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