Florent Nacry

Je remercie Olivier Ley de 'INSA de Rennes pour cette feuille d’exercices.

Séries de Fourier

Exercice 1 Dans chacun des cas suivants, tracer la fonction f : R — R considérée
et donner son développement en série de Fourier (on précisera les points ot f est
égale a sa série de Fourier).

-1 site]—m,0[
(1) f est 2m-périodique et f(t) =<1  sit €]0,7]

0 site{0,7}.

En déduire Z 2n—2:

(2) f est 27r pemodzque et f(t) =t pour tout t € [—m,7].
(3) f est 2m-périodique et f(t) = |t| pour tout t € [—m, 7.

= T = O T =
En déduire E W E nZ et Z m
n=0 n=1 n=1
(4) f est 2m-périodique et f(t) =t pour tout t € [—7,7].
0 site]—3,0[
t sitelo, 3.
(6) f est 5-périodique et f(t) = 4t pour tout t € [0, 5].

(5) f est 1-périodique et f(t) =

Solution. (1) La représentation graphique de f est laissée a titre d’exercice (Exer).
Puisque f est impaire, 2m-périodique et continue par morceaux (Exer), sa série
S(f) de Fourier de f est donnée par

Z by (f) sin(n

ou pour tout entier n > 1,
1 2m
bo(f) = — f(t) sin(nt)dt.
T Jo
Une intégration par parties permet d’obtenir pour tout entier n > 1,

—g i sin(n :g 7rsinn :w
_W/O F(t) sin(nt)dt W/O (nt)dt .

nm

Ainsi, pour tout entier n > 1,

4

bon(f) =0 et b 1(f) = @n—1)r

D’autre part, puisque f est C' par morceaux (Exer), la série de Fourier de f

+ —
converge simplement en chaque ¢t € R et sa somme vaut w On en déduit

T t~ = 4 .
f()—;f() — nZ:O m sin ((2n + 1)75) pour tout ¢t € R.

En particulier, on a
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(2) La représentation graphique de f est laissée a titre d’exercice (Exer).
Puisque f est impaire, 27m-périodique et continue par morceaux (Exer), sa série
S(f) de Fourier est donnée par

Z b (f) sin(n

ol pour tout entier n > 1, on a

1 2

bo(f) = — f(t) sin(nt)dt.

T Jo
On vérifie par une intégration par parties (Exer) que pour tout entier n > 1,

2(_1)n+1
" .

bo(f) = 2 /O " tsin(nt)dt =

s

Il reste & voir que f est C! par morceaux (Exer) pour pouvoir écrire que S(f)(t)

FED)+F(ET)
2

converge simplement vers pour chaque t € R, i.e.,

sin(nt) pour toutt € R.

FED) + 1) R 20!
2 Z n
n=1
(3) La représentation graphique de f est laissée a titre d’exercice (Exer). La
fonction f étant continue sur R, paire et 2m-périodique, sa série de Fourier S(f)
est donnée par

2
n=1
ol pour tout n € N,
1 21
an(f) = — f(t) cos(nt)dt
T Jo

On a tout de suite

21 T
w(f) =1 [ sode=2 [ -
T Jo

De plus, par une intégration par parties (Exer), on a pour tout entier n > 1,

—%f«—lyl—l)

T mn?

2 ™
an(f) = / t cos(nt)dt =
0
Enfin, le caractére C! par morceaux de f (Exer) assure pour chaque t € R la

fFED+F(E)
2

convergence de la série de Fourier de f vers = f(t) (par continuité de

fent),ie., pour chaque t € R, on a

_*_*ZCOS ((2n+1)t)
B (2n+1)%



En particulier, ceci donne

—+00

T 4 1
H=2_2%y"_ -
J(0) 2 wz (2n +1)2
n=0
ie.,
+00 2
1
3 Ty % (0.1)
n=0
+o0o
Maintenant, posons o = > # et observons (Exer) que
n=1
+oo 1 +0o0 1
7= Z 5 T Z 2
= (2p)? (2t 1)
En revenant a (0.1), ’égalité précédente s’écrit
400 2
1 1 =
g = — Z ) + S
4 ol 8
ie., %U = %2 ou encore
400 2
1 T
=) 2%
n=1

A présent, exploitons ’égalité de Parseval en écrivant

1 2 2 1=
o | P =R 0 e
n=1
On a d’une part \
[, 1T, o
o ), fAt)dt = o _Wf (t)dt = 3

et d’autre part

(ao())? | 1% LAy ]
St =T 3 Y

ce qui donne

> e 02
47 96 '
Lo+ 1T 96
+oo
Comme précédemment, avec o/ = ) % on voit que (Exer)
n=1
=1 & 1
D SRS S
4 4
= @)t = (2t
En utilisant (0.2), on obtient
1 w4
/= o
=167 o6



ie., B =™ 5y encore
' 16 96
+o0 4
o = E Ll _
nt 90
n=1

(4) La représentation graphique de f est laissée a titre d’exercice (Exer).
Puisque la fonction f est continue sur R, 27r-périodique et paire, sa série de Fourier
S(f) est donnée par

S(HE)

COS

ou pour chaque n € N,
1 2

an(f) == f(t) cos(nt)dt.

On a tout de suite

T 71_2
ao(f) = 2/0 Floyde =7

D’autre part, une double intégration par parties donne pour tout entier n > 1,

teR,

2 +oo n
-1
f(t)_g +4Z( 2) cos(nt)
n=1 n
En particulier, on a
2 +oo n
™ (1)
=— 44
n=1
ou encore
— n2 12

(5) La représentation graphique de f est laissée a titre d’exercice (Exer).
Puisque f est continue par morceaux et 1-périodique, sa série de Fourier S(f) est
donnée par

S(f)() + Z an(f) cos(2nm-) + Z bn(f) sin(2nm-)

n=1
otll pour tout n € N,
an(f) =2 | f(t)cos(2nmt)dt
1
2
et pour tout entier n > 1,
bn(f) = f(t) sin(2nwt)dt.

1
2



On a tout de suite

D=

ao(f) = 2/0 tdt = —

D’autre part, une intégration par parties donne pour tout entier n > 1,

1
2 (-n)"—1
n =2 t 2nmt)dt = —4——
an(f) /0 cos(2nt) 523
et L
ba(f) =2 [ tsin(2 tdt—(_l)n+1
n(f) = A Sln( nm ) = W

En constant que f soit ct par morceaux (Exer), on peut écrire que pour tout
teR,

FE) + f = 1>"+1 .
—_— =z — E cos(2(2n + D)mt) + g ~————sin(2nmnt).
2 2n + 1 = ™

(6) La représentation graphique de f est laissée a titre d’exercice (Exer). La
fonction f est continue par morceaux et 5-périodique donc sa série de Fourier S(f)
est donnée par

S(f)(')—ao(f)—i-fa (f) cos(n +Zb ) sin(n
N 2 n=1 !
ol pour chaque n € N,

> 5
— g/o f(t)cos(wnt)dt et by(f) = ?/0 f(t) sin(wnt)dt

avec w = %’r On a sans difficultés

9 5
ao(f) = 5/0 stdt = 20.

De plus, pour tout entier n > 1, des intégrations par parties donnent

an(f) =0 ot by(f) = — 2

nm

Il reste a constater que f est C'' par morceaux pour justifier que pour tout ¢ € R,

— +oo
W — 10— n; % sin(wnt).

En particulier, ceci donne

+oo
) 20 .
f(Z) =5=10— 7;1 % Sln(’l’l/*

ou encore




Le caractére continu par morceaux de f permet d’appliquer Parseval et d’écrire
1[5 400 1<X 400
S 16tdt = =2 ——

ou de maniére équivalente

]
Exercice 2 Soit g : R — R la fonction définie par
g(x) = max(sin(z),0) pour toutx € R.

(1) Représenter le graphe de g.
(2) Déterminer les coefficients de Fourier de g et étudier la convergence de sa série

de Fourier.
—+o00

o ! 2
(3) Déterminer pz—:1 yrroms A pz_:l e
(4) Déterminer le développement en série de Fourier de f ot f : R — R est la
fonction définie par

f(x) = |sin(x)| pour toutx € R.

Solution. (1) La représentation graphique de f est laissée a titre d’exercice (Exer).

(2) Notons tout d’abord que la fonction g est continue sur R. Déterminons les
coefficients de Fourier réels de g. On a

1 27 1 T 2
ao(g) = / g(t)dt = / sin(t)dt = =
™ Jo ™ Jo T
et s . -
= - in(? t)dt = — in(2t)dt = 0.
a1(g) 77/0 sin(t) cos(t) o7 Jy sin(2t)
Observons qu’une intégration par parties donne pour tout entier n > 2,
(6) =+ [ sin(0)costut)at =~ [ cos(t)sin(ut)i
a =— sin(t) cos(n =—— cos(t) sin(nt)dt.
nlg s e/,

Pour tout entier n > 2, une nouvelle intégration par parties nous conduit a

/7r cos(t) sin(nt)dt = l[(—1)" +1] - 1 /TF sin(t) cos(nt)dt.
0 0

n n
En combinant ces deux séries d’égalités, on obtient que pour tout entier n > 2,

()" +1

an(g) = _7r(n27—1)'

D’autre part, on a sans difficultés



Pour tout entier n > 2, on vérifie par des intégrations par parties que

bn(g) = 1 /07r sin(t) sin(nt)dt = B cos(t) cos(nt)dt

s nm Jo

et

™ 1 K . )
/0 cos(t) cos(nt)dt—n/o sin(t) sin(nt)dt.

Ceci entraine que pour tout entier n > 2,

bn(g) = 0.

La série de Fourier S(g) est donnée par

ao

S(9)() =

(9) io ( NS o
5 an(g) cos(n-) + Z bn(g) sin(n-)
n=1 n=1

ou encore pour tout t € R,

+oo
S =~-3" F(ng_l) cos(2nt) + %sin(t).

™
n=1

Il reste & voir que g est C' par morceaux sur R pour aboutir au fait que pour tout

teR,
+oo

g(t) = % - Z:l 77(475—1) cos(2nt) + %sin(t).

(3) On a
“+oo

1 2
9<0>=;—Zm

n=1
et N
. 1 xR 2= 1
S e D T VRS

Il vient alors

N |
SN—

R gD M et
= e — (= _
4n? — 1 2 4n? — 1 27
n=1 n=1

(4) En observant que pour tout ¢ € R,
f(t) =9(t) +9(=1)
on a a,(f) = 2a,(g) pour tout n € N et b,(g) = 0 pour tout entier n > 1. m

Exercice 3 Soit f : R — R une fonction de classe C' sur R, périodique de période
T > 0. Comparer les coefficients de Fourier de f et f.



Solution. Posons w = 2% Les coefficients réels de f sont donnés pour tout n € N

par

9 T
=7 / f(t) cos(nwt)dt
0
et pour tout entier n > 1 par
9 T
=z / f(t) sin(nwt)dt
0
De méme, les coefficients réels de f’ sont donnés pour tout n € N par
9 T
= T/ f'(t) cos(nwt)dt
0
et pour tout entier n > 1 par
9 T
= T/ f'(t) sin(nwt)dt
0

T
7 [ £ = Z@ = so) =0

et pour tout entier n > 1,

/ f'(t) cos(nwt)dt
nw [T
= T [f(t) cos(nwt)] + 2T/0 f(t) sin(nwt)dt
2nw T
= Tibn(f) = nwbn(f).

Pour tout entier n > 1, on a

/ () sin(nwt)dt

= T[f(t) sin(nwt)]d 2nw/ f(t) cos(nwt)d

2nw T
= ) 2 an(f) = —nwan(f).

Exercice 4 Soit ¢ : C\ {2} — C la fonction définie par

o(z) = 5 ! pour tout z € C\ {2}.
—z

(1) Pour chaque x € R, déterminer la partie réelle de p(e'®).

(2) Développer en série entiére ¢ autour de 0.

(3) En déduire le développement en série de Fourier de la fonction f : R — R
définie par

2 — cos(z)
= tout R.
f(z) 5~ Tcos( ) pour tout x €
(4) En déduire I = [T_f(t)dt et J = [T _(f(t))dt.



Solution. (1) Soit « € R. Puisque || =1, on a €™ # 2 et

1
5 o)
9 _ eiz
|2 — eiz|?
1
5 —4cos(z)
2 —cos(z)
5 —4cos(z)’

Re(tp(em)) = Re(
= Re(

)

Re(2 — e ™)

(2) Pour tout z € C\ {2}, on a

1 +o00
_ n
1—z Z “
n=0
Il s’ensuit que pour tout z € C avec |z| < 2
+o00
1 1 z
o) = 5 =5 25"
21— 2) 2 1;) 2

(3) Par continuité de la fonction Re(+) : C — R, on a pour tout x € R,

2—cos(z) 1 I mx - too
5 —4dcos(z) QRe(nZ% (Sn) = nz:% Srt Cos(na).
(4) On a )
1 4 1 1
ao(f) = = £(t) = £(t)

Par application de Parseval (Exer), on a

1 2
o | f n 7Z4n+1

Vs
J_E'

ou encore



