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Séries numériques

Exercice 1 FEtudier la convergence des séries numériques suivantes dont on donne

le terme général :
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Solution. (a) Commengons par noter que pour tout entier n > 1,

In(n) < /n.

Observons d’autre part que lir_irrl g—j = 0 (Exer). Ceci fournit un entier N > 1
n—-+0o0
tel que pour tout entier n > N,
n? < 2",

Ainsi, on a pour tout entier n > N,

In(n)
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Cet encadrement et la convergence de la série de Riemann de parameétre o = % > 1

1
assurent alors la convergence de %

(b) Grace a I’équivalent entre suites & termes positifs

an? —n+5 i
NS +2 n—otoo 3In3

et a la convergence de la série n—lg, (série de Riemann de parameétre o = 3 > 1)

4n%—n+5

on obtient la convergence de la série numérique s

(¢) Pour tout entier n > 3, on a
0 < n? < n*(In(n))?

ou de maniére équivalente

1 1
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Ceci combiné a la convergence de la série ) n—lg (série de Riemann de paramétre
_ : 1
a =2> 1) nous dit que ), W2 (m(n))2 Converge.

(d) Pour tout entier n > 2, on a
0 <In(n) <+/n

ou de maniére équivalente
1
(In(n))*

0< =<

1
n



Puisque la série harmonique % diverge, 'encadrement ci-dessus nous dit que la
série numérique Y W diverge.

(e) On a I’équivalent entre suites & termes négatifs (Exer)

n(cos (%)—1) ~ !

n—+oo _%
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et ceci assure du fait que Zn(cos (E) — 1) a méme nature que Z% qui diverge

(série harmonique).

(f) Pour tout entier n > 2, on a (Exer)

o< M ! <L
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La convergence de la série de Riemann de parameétre @ = 2 > 1 combinée a l’en-
. . . . |
cadrement ci-dessus fournit alors la convergence de la série numérique %

(9) On a tout de suite pour tout entier n > 1,
0 < ncos’(n) <n

ce qui entraine pour tout entier n > 1,

1

0< —_—.
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1
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A travers ce dernier encadrement, nous voyons que la divergence de la série numé-

rique Z% (série harmonique) implique celle de la série numérique » WQ(H)

(h) Puisque lim ’ = 0 (Exer), il existe un entier N > 1 tel que

n
n——+oo exp(y/n1n(2))
pour tout entier n > N,
1 1

exp(y/nn(2)) = n?

Ceci et la convergence de ) # (i.e., la série de Riemann de parameétre o = 2 > 1)

justifient la convergence de la série numérique > 27V™,

(i) Pour tout entier n > 1, on a

(—1)™sin(n) <

2

0<|
n

Cet encadrement et la convergence de Y - (série de Riemann de paramétre
" sin(n)
n2

a =2 > 1) nous disent que la série numérique (a termes positifs) > ‘ (=1)

" sin(n)

: ~1
converge, i.e., > ( )n2 converge absolument.

(j) Pour tout entier n > 2, on a

(—1)!
n?(ln(n))?




Il s’ensuit via la convergence de ) # (série de Riemann de paramétre o = 2 > 1)

(_1)n71
n?(In(n))?

_l)n 1

que la série numérique (& termes positifs) > converge, i.e., Y ~yarw )’

converge absolument.

(k) Notons que la série numérique ) | % est alternée (Exer). D’autre part,
il est clair que la suite (up)n>2 définie par

!
~ (In(n))?

est décroissante et converge vers 0 (Exer). D’aprés le théoréme de convergence

pour tout entier n > 2

n—1

L ) L. L. -1
des séries alternées, la série numérique y W converge.

(1) On voit tout de suite que ) ( ) est une série alternée (Exer). De plus,
la suite (uy,)n>2 définie par

(1t
nln(n)

1
~ nln(n)

Uy = pour tout entier n > 2

est décroissante et converge vers 0 (Exer) D’aprés le théoréeme de convergence
n—1
des séries alternées, la série numérique Z ) (ny converge. m

Exercice 2 FEtudier la convergence des séries en fonctions des parameétres :

(a) Sna™ avec a € [0,400[; (b) S n*tan(L) avec o € R; (c) Z#}L avec
. 1

a, b E]O, +OO[, (d) Z m avec O[,B € R

Solution. (a) Soit @ > 0 un réel fixé. Posons pour tout entier n > 1, u, = na™.

Sia>1,ona lirf un = 400, donc Y u, diverge (grossiérement). Si a = 0, il
n—-+0oo

est trivial de noter que la série ) u,, converge. Supposons donc a €]0, 1[. Puisque

hrf n?u, = 0 (Exer), il existe un entier N > 1 tel que pour tout entier n > N,
n—
on ait 1
0<wu,< -
n

La convergence de la série > 3 garantit alors que Y- u, converge.

(b) Soit o € R. Posons pour tout entier n > 1, u,, = n®tan(2) et notons que

1
U, ~ n%— —-
n——+00 n nt—%

Les suites impliquées dans 1’équivalent précédent sont & termes positifs, donc > uy,
et Y nl%a sont de méme nature. Or, la série > nl%a converge si et seulement si
l—a>1ie, a<0.

(c) Soient a, b €]0, +00]. Posons pour tout entier n > 1, u,, = +bn' Distinguons
deux cas.
Cas1:b>1.0nan+0b" ~ betu, ~ (%" Ainsi, la série ) u,

n—-+o0o n—-+o00
converge si et seulement si 7 < 1, i.e., a <b.

Cas 2 :06<1.Onan+d" ~ netu, -~ % Ceci nous dit que la série
n—-+o0o n—-+4o0o

> uy, converge si et seulement si a < 1.



1

(d) Soient «, 5 € R. Posons pour tout entier n > 3, u,, = P ()

. Distinguons
trois cas.
Cas 1 : a > 1. Il existe un réel € > 0 tel que @« = 1 + €. Pour tout entier n > 3,

posons v, = —=5. On a lim % = 0, donc il existe un entier N > 3 tel que

nlte/2” n—-too Un
pour tout entier n > N,

1
0<u, <

— = Up.
== 1te/2 n

Ainsi, la série Y u, converge.
Cas 2 : a < 1. Il existe un réel € > 0 tel que &« = 1 — €. Pour tout entier n > 3,

posons v, = %5/2 Puisque lim ¥= =0, il existe un entier N > 3 tel que pour
n n—-+oo Un

tout entier n > N,

En conséquence, la série Y u,, diverge.

Cas 3 : a = 1. Si 8 <0, on voit que pour tout entier n > 3, u, > %, donc

la série Y u, diverge. On peut donc supposer 3 > 0. Considérons la fonction

f:[3,4+00[— R définie par
f(t)

= —— pour toutt € |3, +o0|.

tinft | |
Cette fonction est évidemment positive, continue et décroissante sur [3,+oo[. Un
résultat de comparaison série-intégrale nous dit alors que Y u,, est de méme nature
que lintégrale généralisée f3+oo f(t)dt. Par un changement de variable, on montre
(E;er) que cette derniére a méme nature que flj(?; f—[f qui converge si et seulement
sig>1. m

Exercice 3 Démontrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

= 2 . = n+1
1) 5 el (2) X 5

n=1

Solution. (1) L’équivalent entre suites & termes positifs (Exer)

2 2
n(n+1)(n+2) n—too 13

et la convergence de la série numérique ) n% (série de Riemann de paramétre a =

3 > 1) garantissent la convergence de la série numérique | m Nous allons

maintenant calculer la somme de cette derniére série. Pour tout x € R\{-2,—1,0},

on a (Exer)
2 1 2 1

zz+1D)(z+2) = a:+1+ac+2'




L’égalité précédente permet d’écrire pour tout entier N > 3,
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Il s’ensuit
N +o00
2 2 1
1. == = —.
Nﬁoo; n(n+ D)(n +2) ; nn+ D(n+2) 2
(b) La convergence de la série > # associée au fait que lim n2(§n+1) =0

n—-+00
donne tout de suite la convergence de la série ) ”3—4;1 D’autre part, on observe que

pour tout n € N,
n+1

37

Un+4+1 — Un =

ol pour tout n € N,

13,3

En écrivant pour chaque N € N,

N N
n+1
Z 3n :ZunJrl_un:uN—i-l_uO
et en gardant a l'esprit que lim wu, = 0, on arrive a
n— 0o
Jff n+l 9
n _ T .
= 3 4

|
Exercice 4 Pour tout entier n > 2, on définit

(-1)" (—1)" (—1)"

Uy = , U= ———— et w, = ————.

BERV/D oV (=)n " n+(=1)"
(1) Montrer que lim %2 =1= lim %=,
n—-+oo Un n—-+oo Wn

(2) FEtudier la nature des séries numeériques Y Uy, Y. Un €t Y Wy.
Solution. (1) Pour tout entier n > 2, on a

Y o ) R Ve o G Vi

Un NG W, NG



. S ) L
Puisque nLl\rfoo i = Oet nEIfoo *—— = 0 (Exer), on a les équivalents /n +

(- ~ net /n+(=1)" ~ y/n. Ceci entraine (via les égalités ci-
n—-+o0o n—+00
dessus) %

n
Un

~ let¥ ~ 1 ie,

n—-+00 Wn n—+oo
. Unp, . Up,
lim —=1= lim —.
n—+o00 Uy, n—+00 Wy,

(2) La série numérique » | u,, converge puisque c’est une série alternée de terme
général u, (n > 2) satisfaisant lirf lun| = 0 ainsi que le fait que (|uy|)n>2 est
n—-—+0o0 -

une suite décroissante.
Etudions maintenant la nature de la série numérique ) v,. Observons que pour
tout entier n > 2,

()" (= 1

TR Ve T e ()W

Or, n+ (-1)"/n n et les suites (n)p>2 et (n+ (—1)"\/n),>2 sont a termes
n o0

Up —

positifs. En conséquence, les séries numériques Y 1 et 3" (u, — v,) sont de méme
nature. Puisque la série harmonique Y 1 diverge, on a que Y- (u, —v,) diverge ou
maniére équivalen Up — U iverge. nvergen érie numériqu
de maniére é alente n n) diverge. La convergence de la série é e
> (—uy,) implique alors tout de suite (Exer) le caractére divergent de série numé-

rique Y vy,.
Nous terminons avec I’étude de la nature de la série numérique »  w,. Notons que
pour tout entier n > 2 (Exer),

(e
n+ (—=1)" NG
(=D)"(Wn—vn+(=1)")
Viny/n+ (=1)"

1
Vi/nt (1Rt /i (=1

En vertu des équivalents (Exer)

n+(—1)nw~+oo\/ﬁ et Vn+yn+(=1)" ~ 2¢n

n—-+o0o

Wpn — Up =

on obtient alors )

~Y - .
n—+oo  2n4/n

Wy, — Up

Les suites (wyp, — Up)n>2 €t (ﬁ)nzg étant a termes négatifs, on tire alors que

S (wy — up) et 3 51~ sont de méme nature. Or, la série numérique # est

2n+/n
une série de Riemann de paramétre a = % > 1, en particulier elle converge. Il
s’ensuit que Y (w,, —u,) converge et ceci implique (en gardant a l'esprit que » u,
converge) la convergence de la série numérique »  w, (Exer). m

Exercice 5 Pour tout entier n > 1, on définit
+oo
1 1
T”:ka?’ sn:rn—g et tnp =5, — —5
=n
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(1) Etablir que lim nr, = 1.
n——400
(2) Justifier que pour tout entier n > 1,

Montrer que

Sn ~ -
n—+oo n

(3) Déterminer a € R tel que
te o~
n—+oo N

Solution. Fixons ng > 2 un entier et N > ng un entier. Pour tout entier &k > 1,

on a
/kJrld:L‘_ 1 <i
L 22 k(k+1) k2

On tire de I'inégalité ci-dessus
/N-i-ldx_ EJV:/k+1dw< iV: 1
ne T2 P k2
k=ng k=ng

et cecl entraine

1 Foo dz:
no:/n = < Z k2 = Ty (0.1)

k=no

D’autre part, on a pour tout entier k > 2,

1</k de 1
2= o 22 k(k—1)

Il s’ensuit

ce qui donne

Feo dz
= . 0.2
Z /<:2 /O (22 ng—1 (0-2)
En combinant (0.1) et (0.2), on en arrive a

1 T dg T dx 1
o — <y < — = — pour toutn > 2,
n n x n—1 T n—1

en particulier lim nr, =1.
n—-4o0o

(2) Soit np > 1 un entier. Fixons N > ng un entier. On a (Exer)

Z(l_i)_i_;
k k+1" ng N+1



donc (Exer) la série numérique (4 — 27) converge et

k+1
DL
k /{3+1 _’I’L().
k=ng

D’aprés I'égalité (0.3), on a pour tout entier n > 1,

+ool

S":Z(?Jrkﬂrl Zk2k+1

k=n

(0.4)

Un résultat de sommation de relations de comparaison donne tout de suite (Exer)

+00 1
S ~ E —.
n n——+oo k’3
k=n

Pour tout entier k > 2, on a

1 1
= < w5 bour tout x € [k, k + 1]
x
et
1 1
= < — pow tout x € [k — 1,k|.

Ceci fournit pour tout entier k > 2 I’encadrement

/k+1dm< 1 </k dx
koo TR T i@

On en déduit

0 k=ng 0~

et ceci donne
1_/+°°d Z /+°°dx_ 1
202 Jog kn0k3_ @’ 2(ng—1)2
On obtient de cet encadrement (Exer)
X1 1

—_— Y
k3 n—+oo 202
k=n

et il reste a exploiter 1'équivalent (0.5) pour aboutir a
~
" n—s+too 202’
(3) On vérifie (Exer) que pour tout entier n > 1,
+o0

1 1 1
TP S r il

k=n

N+1 g, B N k1 o _ N 1 _ N k1 go B N
2_2 S—st—z 3 3
n T k T k T no—1 T
k=ng k=no

(0.5)



En revenant a (0.4), il est aisé de constater (Exer) que pour tout entier n > 1,

+o00 1

t, = _—.
> wry

D’aprés un résultat de sommation de relations de comparaison (Exer),

—+0o0 1
tn n—;jl—oo Z 2k4"
k=n

11 suffit alors d’observer (Exer) que
6n3  J, :r4 - k4 = Juo1 20t 6(n —1)3

= 1

pour obtenir

k=n



