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Séries entiéres

Exercice 1 Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

n —1)" n 2 n nl)k n
() ¥ 1 (0) nle"; (0) X G2 s (d) ¥ rilm 2™ () ¥ iy 2" avec k >

2" sin € 2N,
1 entier; (f) Yn*z%"; (g) Y. anz™ ot pour toutn € N, ap = S 1
o sin € 2N+ 1.

Solution. (a) Posons pour tout entier n > 1, a,, = # et observons que

[ n2" 1

nEI-iI-loo |an| N n—1>r—|I—1C>o (n+ 1)2nt+1 T2

D’aprés la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiére > a,2"
est R = 2.

(b) Posons pour tout n € N, a,, = nl. On a tout de suite

lim [ 11] = +00
n—4o0o |an|

ce qui entraine (en vertu de la régle de d’Alembert) que la série entiére ) a,z" a
un rayon de convergence R = 0.

(="

n+1

(¢) Avec a,, = pour tout n € N, on observe que

hm |an+1| — 1
n—-+00 ’an|

Il reste a appliquer la régle de d’Alembert pour obtenir que le rayon de convergence
de la série entiére Y a,2" est R = 1.

(d) Posons pour tout entier n > 1, a, = % et écrivons
o] (422 sin(n)+ A

lan|  sin(n+1)+vn+1 (n+1)?

On a liI_P % = 1 donc (via d’Alembert) le rayon de convergence R de ) a,z"
n—-+400 n

vaut R = 1.
k
e) Soit k > 1 un entier. Posons pour tout n € N, a,, = (nl) : et observons que
(kn)!
ansr] _ (1)
|an| k .
[ (kn + j)
j=1
Il suffit alors de noter que
| 1] n* 1

lan| ntoo (kn)k K



et d’utiliser la régle de d’Alembert pour aboutir au fait que la série entiére > a,2"
a un rayon de convergence R = k.

(f) Posons pour tout n € N,
(%)2 sin= 03],

ap =
0 sinz0[3).

Notons R le rayon de convergence de la série entiére ) a, 2™ qui n’est nulle autre
que > n?z3" (Exer) et rappelons que

R =supZ,, (0.1)

o Z, désigne l'ensemble des réels r > 0 tels que la série numérique > a,r™ converge
absolument. Fixons zy € C et posons pour tout n € N, b, = as, \zolgn. Etudions la
convergence (absolue) de la série numérique » | b,,. Pour tout n € N, on a (Exer)

bnt1 PNRRCIEE JEAE (n+1)?
by, a3n n?

)

en particulier lim b’g—“ = ]20\3. Via la régle de d’Alembert, nous savons que
n

n—+00
la série numeérique > b, converge (absolument) si |zp| < 1 et diverge si |z9| > 1

(Exer). En revenant a ’égalité (0.1), ceci nous dit que R = 1.

(9) Notons R le rayon de convergence de la série entiére ) a,z" ol pour tout
n €N,

L gine2N+1.

{2” sin € 2N,
ap =
o2n

On a tout de suite

limsup ¥a, = 2

n—-+4oo
ce qui permet d’utiliser la formule de Cauchy-Hadamard et d’en arriver & R = %
]

Exercice 2 Soit (¢n)nen une suite réelle telle que > cn(—4)" converge et > ¢, 6"
diverge. Etudier la nature des séries numériques :

(@) 22en2"; (b) 2o cnd™; (¢) 2o en(=6)"; (d) 2ocn s (€) 2o cn8".

Solution. Notons R € R4 U {400} le rayon de convergence de la série entiére
> ¢ 2™. Rappelons que

R =supZ; =supZ, =supi,

ou Z; (resp., Zp (resp., Z,)) est 'ensemble des r € Ry tels que lir_~r_1 cpr™ =0
n—-+0oo

(resp., (cpT™)nen est bornée (resp., Y cpr™ est absolument convergente)). Rap-
pelons également que pour tout z € C avec |z| < R (resp., |z] > R) , la série
numérique Y ¢, 2" converge absolument (resp., diverge).

(a) Puisque ) ¢, (—4)" converge, la suite (¢,(—4)")nen est bornée et ceci est
trivialement équivalent au caractére borné de (¢,4"),en. En gardant a Pesprit
Iégalité R = supZy, il vient R > 4. Il reste a écrire que 2 < 4 < R pour obtenir
que Y ¢,2" converge absolument.



(b) On ne peut pas conclure sur la nature de ) ¢,4" en général. Posons
T, = m et y, = m pour chaque n € N et vérifions tout de suite

que Y zp(—4)" =>] (;lr)ln est semi-convergente, > y,(—4)" = >_ % est abso—
lument convergente, Y x,6" =) % est divergente et ) y,6" = ) 5 (n H)Q
est divergente Observons alors que la série » z,4" = > n%_l diverge et la série
> ypdt = +1)2 converge.

(c) On ne peut pas conclure sur la nature de > ¢, 6" en genéral. Avec z, =
m pour chaque n € N, on observe que > x,(—4)" Z (O +1)3n converge abso-

lument, 3 z,6" =5 - 47 diverge et D2, (—6)" Z @ +1) converge absolument.
En considérant y,, = n(6n) (4" =3 n(%)n

converge, »_ y,6" = > (—1)"n diverge (grossiérement) et > y,(—6)" = > n di-
verge (grossiérement).

(d) D’apres (a), le rayon de convergence R de satisfait R > 4. Puisque 1 < 4 <
R, la série numérique » ¢, converge absolument.

(e) On a tout de suite R < 6 (sinon, ) ¢,6" convergerait absolument). Ainsi,
les inégalités R < 6 < 8 nous disent que ) ¢,8" diverge. m

Exercice 3 Déterminer le développement en série entiére en O des fonctions sui-
vantes :

(a) f: R — R définie par f(x) = 1+12 pourtouthR;

b) f:R\ {2} — R définie par f(z) = 2+x pour tout x € R\ {—2};

¢) f:R\{-2} = R définie par f(z) = 2+3z pour tout z € R\ {2} ;

d) f:] —5,+oo[— R définie par f(x) = ln(5 + x) pour tout x €] — 5, +00[ ;

e) f:R\ {1} — R définie par f(z )— )2 pour tout x € R\ {1} ;

(
(
(
(
(f) f:R\{=2} = R définie par f(x ): 2+3z)2 pour tout x € R\ {—3} ;
(
(
(

)
g) f:R\{-2,1} = R définie par f(z) = 13733&2 pour tout x € R\ {—2,1};
h) f:R — R\ {2} définie par f(x) = ﬁ pour tout x € R\ {2} ;

i) f:R — R définie par f(x) = Arctan(z) pour tout x € R.

Solution. (a) Pour tout z €] — 1,1[, on a
+o0
S
n=0

Soit g €] — 1,1[. Puisque —22 €] — 1,0], on peut appliquer 1'égalité ci-dessus et
obtenir

(0.2)

1 “+oo “+oo
= > () =) (D)
1- (—370) n=0 n=0
Il s’ensuit pour tout = €] — 1, 1],
1 =
— —1)" 2n‘
1+ 22 T;)( J'e

(b) Pour tout x € R\ {—2}, on a
1 1

2+2 2 — (-

i

NI

3



Soit xg €] —2,2[. On a =% €] — 1, 1] ce qui permet d’appliquer (0.2) et d’arriver a

(L) [P E——
) Ty Ty

Il vient alors pour tout = €] — 2, 2],

*f ()" . 1
vt ontl ™ g

(¢) Pour tout x € R\ {—%}, on a
1 1 1

2+ 3z 251—(—%1‘)'

Soit zg €] — 2,2[. On a 3z €] —

d’écrire
TL

1— —§$0 n
%[

En conséquence, on a pour tout z €] — %

+
1 _ ZOO (_3)71 n
T on+1 e
n=0

(d) Pour tout x €] — 5, +00[, on a
In(5 + ) = In(5) + In(1 + %).

D’autre part, on a pour tout x €] — 1, 1],
+oo (_1)n+1

In(l+z)= Z

n=1

z".

Soit xg E] —
de I’égalité
+oo 1
zo, (_1)n+

n=1

On déduit de tout ceci pour tout = €] — 5, 5],

In(5+z) =1In(5) + Z T

(e) Considérons g :] — 1,1[— R définie par
1

—1, 1] et satisfait pour tout z €]

Evidemment, la fonction g est dérivable sur |
1
/ -

4

1,1[ ce qui permet de faire usage de (0.2) et

5,5]. Ona —% €] —1,1] donc en vertu de I’égalité ci-dessus on dispose

_Ll[’



En combinant 1’égalité précédente et (0.2), on obtient pour tout x €] — 1,1],

—+00

1
1—22 Z”f” f=D (n+ 1)

n=0

(f) Introduisons la fonction ¢ : R\ {—%} — R définie par

1

g(x) = —m

2
pour tout x € R\ {—3}.

Observons tout de suite que g est dérivable sur R \ {—% et satisfait

1

g'(x) = m

2
pour tout x € R\ {—3}.

D’aprés (0.2), on a pour tout x €] — %, %[,

+0oo n
)= gy = B g
Il vient alors pour tout = €] — %, %[7

+oo “+o00

1 1 (—3)" _ (_3)n
/ _ . 1
g(x)—m——§2n2n+l " _Z(n-}-l)wxn'
n=1 n=0
(9) Pour tout z € R\ {—2,1}, on a (Exer)

1 1 1 1 1

P _30+2 @-12«+2) 9z+2) Toi-2 T30-0%

En exploitant (b) et (e), il vient (Exer) pour tout z €] — 1, 1],

1 RS- D O T
—3x+2_§)(2n+19 gt )

(h) En vertu de (e), on peut écrire pour tout z €] — 2,2[ (Exer)

z3 z3 1 x3 f +§ n—1
s Ao g LM DE)" = T
(x —2) 4 (1-3) 4~ 2 =2
(i) Notons que la série entiére d’une variable réelle S_(—1)"22" a pour somme
sur l'intervalle | — 1, 1] la fonction g :] — 1, 1[— R définie par
(2) = — toutz €] — 1,1
x) = our tout z €] — .
g 1422 P ’

Puisque Arctan est la primitive de g qui s’annule en 0, on a

+oo
(=" onp1
Arctan(z) = g ~———2*"* " pour tout x €] — 1, 1[.
! 2n+1



Exercice 4 Calculer les sommes suivantes :

+o0 +o0o , \n +oo 00 qynt1
(@) X 55 0) £ 55 5@ £ S

n=0 n=4 n=1

Solution. (a) On a pour tout x € R,

en particulier,

(b) En exploitant encore (0.3), on a

B too —1)" +oo 1)
S = e

n=0 n=2

(¢) Une nouvelle application de (0.3) donne

ce qui s’écrit encore

ef——=)» —.
|
3 =
(d) Pour tout = €] —1,1], on a
oo (—1)n+1
In(l+2) =3 2.
n(l+x) 2y x

Puisque % €] — 1,1], on peut exploiter 1’égalité précédente et ainsi obtenir

3 1 +oo (_1)n+1
n=1

Exercice 5 Déterminer le domaine de convergence et la somme des séries entiéres
(de variables réelles) sur leur intervalle ouvert de convergence :

(a) Y sin(n)z™ avec § € R; (b) > La™; (c) 3o ﬁx” ;(d) dona™.

Solution. (a) Soit § € R. Notons R, (resp., Rs) le rayon de convergence de la série
entiére (de variable réelle) > cos(nf)z™ (resp., > sin(nf)z™). Pour tout n € N, on
a

|cos(nf)| <1 et [sin(nh)| <1.

Ainsi, on a les inégalités (Exer)

R.>1 et Rg>1.



Par I’absurde, supposons qu’il existe a € R tel que lig} cos(na) = 0. Il vient
n—-—+0oo

ngrfoo cos(2na) = 0 puis (Exer)

lim 2cos?(na) =1
n—+00
et ceci contredit notre hypothése. Ainsi (Exer), > cos(nf) et > cos(nf)(—1)"
divergent. Le rayon de convergence R, vaut donc 1 et le domaine de convergence
de Y cos(nf)z™ est | — 1,1[. Par 'absurde, supposons qu’il existe 5 € R \ 7Z tel
que lim sin(nB) = 0. On a tout de suite lim sin[(n + 1)F] = 0 puis
n—-+oo n—-+oo

lim (sin(ng) cos(B) + sin(B) cos(nf)) = 0.

n—-4o0o

Puisque sin(8) # 0, 'égalité précédente et notre hypothése nous donnent

ngrfoo cos(nB) =0
ce qui est absurde. Ainsi (Exer), si 0 ¢ 7Z, les séries ) sin(nf) et > sin(nf)(—1)"
divergent. Dans ce cas, le rayon de convergence Rg vaut 1 et le domaine de conver-
gence de Y sin(nf)z™ est | — 1,1[. Si 6 € wZ, alors tout de suite Ry = +00 et

+oo

> sin(nf)z™ = 0 pour tout x € R (Exer). Il reste a observer (Exer) que le
n=0

rayon de convergence de e est 1 et que pour tout €] —1,1],

+o0 _ +oo +oo +o00 ) 1
Z Mg = Z cos(nf)z"™ + i Z sin(nf)z" = Z(eww)" =1
n=0 n=0 n=0 n=0
pour aboutir a 1’égalité
+oo .
) " x sin(6)
%sm(nﬁ)x = 1= 2w cos(0) £ 22 pour tout z €] — 1,1[.

(b) La série entiére ) %" a un rayon de convergence égal & 1 et un domaine de
convergence ¢gal a [—1,1[ (Exer). Pour tout « €] — 1,1[, on a

S~ (o
In(1+z) = Z Tx"
n=1

On tire tout de suite de ceci que pour tout = €] — 1, 1],

~+00 2"
—In(l—=z) = Z—

n=1

1
n(n—1
égal 4 1 et un domaine de convergence égal & [—1, 1] (Exer). Définissons la fonction

f:]—1,1]= R par

(c) La série entiére (de variable réelle) > y&™ a un rayon de convergence

+o00 +o00 1
flz) = anfz = an =1, bour tout x €] — 1, 1].
-z
n=2 n=0

7



La fonction f admet des primitives sur | — 1, 1] et I'unique primitive sur | — 1,1]

s’annulant en 0 est la fonction F :] — 1,1[— R définie par
+oo 1
F(z) = ZQ S —In(l —z) pour toutx €] —1,1].
n—=

De méme F' admet des primitives sur | — 1, 1[ et 'unique primitive sur | — 1,1[ de

F qui s’annule en 0 est la fonction F :] — 1, 1[— R définie par
+oo o
F(x) = nZ::Q(n—l)n pour tout z €] — 1, 1].

D’autre part, une intégration par parties donne sans difficultés

F(z) = —/Oxln(l —t)dt =2 — (r—1)In(1 —z) pour toutz €] —1,1[.

(d) Une application directe de la régle de d’Alembert nous donne que le rayon
de convergence de la série entiére » nz™ est 1. De plus, il est clair que les sé-
ries numériques »  n et » (—1)"n divergent (grossiérement). Ainsi, le domaine de

convergence de la série entiére de variable réelle > na™ est | — 1, 1[. Maintenant,
définissons la fonction f :] —1,1[— R par
1
fz) = T, bow tout z €] — 1, 1[.
-z

La fonction f est dérivable sur | — 1, 1] et satisfait pour tout = €] — 1, 1],

+o0
= Z " et fl(x Z nax"
n=0

Il reste a voir que pour tout z €] — 1,1],

zf'(z) = 1—3: Znaj ZTL:L’

Exercice 6 (a) Déterminer une fonction y : R — R développable en série entiére
en 0 satisfaisant y(0) = 1, y/(0) = 0 et pour un réel e > 0, y"(x)+zy'(z)+y(x) =0
pour chaque x €] — €, ¢].

(b) Déterminer une fonction y : R — R développable en série entiére en 0 satis-
faisant y(0) = 1, y/(0) = 0 et pour un réel € > 0, zy"(z) +v'(z) + y(x) = 0 pour
chaque x €] —€,¢€].

Solution. Supposons qu’il existe une fonction y : R — R développable en série
entiére en 0 et satisfaisant pour un réel n > 0

y"(x) + 2y (z) + y(z) =0 pour tout z €] — n, 7|,

y(0) = 1 et y/(0) = 0. Ainsi, il existe un réel £ €]0,7n[ et (an)nen une suite réelle
tels que

= Z apx” pour tout z €] — ¢g,¢].



En particulier, y est deux fois dérivable sur | — ¢, [ et on a pour tout x €] — ¢, ¢,

+oo +oo
y'(z) = Z na,z" ' et Z(n + 1) (n+ 2)apiox".
n=1 n=0

On a alors pour tout = €] — ¢, ¢,

+oo
y'(x) + 2y (z) + y(z) = Z (n+1)(n+ 2)an+2 + nay + an)z"™ + 2a2 + ag = 0.

n=1

Ceci et les égalités ag = y(0) = 1 et a3 = 3/(0) = 0 entrainent pour tout entier
n>1,

—1)n

agp1 =0 et agy = 1)

2np!
Finalement, on a pour tout = €] — ¢, €|,
+o0 +oo 2
(_1)n 2n 1 T \n _a
= = ——— = 2,
y(x) 7;) ol " nzz:onl( 2 ) c

Ceci nous conduit a considérer la fonction f: R — R définie par

[

x

f(x)=e 2 pourtoutz € R

+00
et a observer qu’elle satisfait pour tout z € R, f(z) = > i(—%)” et

= n!
y' (@) + zy'(x) + y(z) = 0.

(b) Ceci se traite de maniére analogue a (a) (Exer). m



