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Déterminants

Exercice 1 (%)

1. Soient A, B € M»(R). Montrer que :
(a) A est inversible si et seulement si det(A) # 0.
(b) det(A) = det(AT).
(c) det(AB) = det(A)det(B) et en général det(A + B) # det(A) + det(B).
(d) S’il existe P € Ma(R) inversible dans Mo (R) telle que A = P~'BP, alors

det(A) = det(B).

2. Soient a,b,c,d, x,y, a, 8 € C. Montrer que
aa+pBr b\ a b x b
det(ac—i—ﬂy d)adet<c d>+,3det<y d)

a b b
det<c d>:—d6t<d )

a b a b
A_<C d) ot B_<C, d,)

pour un certain (a,b,c,d) € K4, (a/,¥,c,d') € K%

(a) Le résultat voulu a été démontré dans un TD précédent. Un calcul élémentaire permet de
vérifier ’égalité

et

a2

Solution.
1. Notons

A? — (a+d)A + (ad — be)y = 0. (1)

=, Supposons que A soit inversible dans Ms(K). Par 1’absurde, supposons que ad — bc = 0.
L’égalité ci-dessus entraine alors que

A* —(a+d)A=0.

Cette égalité associée a l'inversibilité de A entrainent que A = (a+ d)I ce qui s’écrit encore

a b\ [(a+d 0
c d ) 0 a+d )’
On conclut que A = 0 ce qui est contradictoire. <=, Supposons que ad — bc # 0. Cette

hypothése combinée & I’égalité (1) donne

1
ad — be

1

I, —
2 ad — be

((a+d)A— A?) =

A((a + d)Iy — A).

La matrice A est donc inversible d’inverse

JETE d —b\ 1 d —b
ad—bc\ —c a _det(A) —c a ’




a C

(b) On a det(AT) = det ( b d

(c) On a

> = ad — cb = det(A).

aa' +bc  ab' + bd

det(AB) = det ( ca' +dd ot + dd’

> = (aa' + bc')(cb' 4 dd') — (ab + bd')(ca’ + dc’)
=ad'dd — adb'c — bea'd' + beb' !
= (ad — be)(a'd — V') = det(A) det(B).
On a
0 = det (I, + (—Ip)) # det(Iz) + det(—Ip).

(d) On suppose qu'il existe P € M(K) inversible dans M(K) telle que A = P~!BP. On a
alors

det(A) = det(P~'BP) = det(P) ™! det(B) det(P) = det(B).

2. La premiére égalité découle de

det ( Zi 1— g;j Z > = (aa + Bz)d — b(ac + By) = a(ad — be) + B(xd — by).

La deuxiéme égalité voulue est évidente.

Exercice 2 (% %) Calculer les déterminants des matrices suivantes :

1 0 01

2 7 123 01 00
4 5 6 et

e b5 7 8 10 1 011

2 311

Exercice 3 (% %) Soient a,b,c € R. Donner sous une forme factorisée les déterminants des matrices
suivantes :

1 1 a b b 1 a b+c
A= a b ¢ |,B=|b a b |,C=1110b a+c
a? b c? b b a 1 ¢ a+b
Solution. Soient a,b,c € R.
(i) Calculons le déterminant de A. On a
1 1 1 1 0 0 1 1 1
det(A)=det| a b ¢ | =det| a b—a c—a =det| 0 b—a c—a
a? b 2 a? b?—a® % —a? 0 b —a? ?—a?

En développant par rapport & la premiére colonne, il vient

1 1 1
det(A)=det| 0 b—a c—a zlxdet< bma c-a ) = (b—a)(c—a)[(c+a)—(b+a)].
9 9 9 9 b*—a* ¢ —a
0 v*—a® ¢ —a
On conclut
1 1 1
det| a b ¢ | =(0b—-a)(c—a)(c—0b).
a? v



(ii) Calculons le déterminant de B. On a

a b b a—b 0 b—a a—5b 0 0
det| b a b = det b a b = det b a 2b
b b a b b a b b a+b

En développant par rapport & la premiére ligne, il vient

a—b 0 0
det b a 2b =(a—0) xdet(
b b a+b

a 2b

b oatb ) = (a —b)[a(a +b) — 2V7].

On conclut

det = (a—b)%*(a+2b).

R
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(iii) Calculons le déterminant de C. On a

1 a b+ec 1 a a+b+c+1
det| 1 b a+c | =det| 1 b a+b+c+1
1 ¢ a+b 1 ¢ a+b+c+1

En posant d :=a+ b+ c+ 1, il vient

1 a b+c 1 a 1
det 1 b a+tec = ddet 1 b 1 =0
1 ¢ a+bd 1 ¢ 1

Exercice 4 (%%) On note (e1, e, €3, ¢e4) la base canonique de R*. Soit a € R. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que (ae; — ez — eq, —e1 + aeg — €3, —eg + aesz — e4, —e1 — €3 + aeq) soit une
base de R*.

Solution. On note f; := aey —es—ey, fo:= —e1+aes—es, f3:= —eat+aeg—eyq et fy := —e; —esz+aey.
La famille (f1, f2, f3, f1) est une base de R* si et seulement si elle est de rang 4, i.e., si et seulement si

la matrice suivante
a -1 0 -1

-1 a -1 0
A= 0 -1 a -1
-1 0 -1 a
est inversible dans My(R). On a
a -1 0 -1 a—2 -1 0 -1 1 -1 0 -1
-1 a -1 0 a—2 a -1 0 1 a -1 0
det(A) = det 0 -1 a4 -1 17 det 02 -1 a -1 17 (a—2)det 1 a4 -1
-1 0 -1 a a—2 0 -1 a 1 0 -1 a
D’autre part, on a
1 -1 0 -1 1 0 0 -1 1 0 0 0
1 a -1 0 1 a+1 -1 O 1 a+1 -1 1
L T I I T S I I T
1 0 -1 a 1 1 -1 a 1 1 -1 a—+1



En développant par rapport & la premiére ligne, il vient

1 0 0 0

a+1 -1 1

det Lat+l —1 1 = det 0 a 0
Lo e 0 1 1 a+1

1 1 -1 a+1 @

On développe ce dernier déterminant suivant la deuxiéme ligne pour obtenir

a+1 -1 1 41 1
det 0 a 0 :adet<a1 a+1>:a[(a+1)2_1]'
1 -1 a+1

En combinant tout ce qui précéde, on aboutit a
det(A) = (a — 2)al(a +1)? — 1] = a*(a — 2)(a + 2).
En conclusion, la famille (f1, f2, f3, f1) est une base de R* si et seulement si a?(a — 2)(a +2) # 0, i.e.,

a¢{-2,02}.

Exercice 5 (%) Déterminer I’ensemble des réels m tels que

0 m m m2 —m

1 m—1 2m—1 m?>—m
0 m m 0
1 m 3m—1 0
soit inversible dans My(R).
Solution. Pour chaque réel m, on pose

0 m m m2—m
1 m—1 2m—1 m?2—m
0 m m 0

1 m 3m—1 0

M, =

Fixons un réel m. En développant par rapport & la premiére colonne, on a

0 m m m2 —m o om m? —m

1 —1 2m—1 m?— N
det m m m m =—det| m m 0

0 m m 0 9

0 1 m m — m?2 Lom m—m

On fait apparaitre un 0 supplémentaire dans la derniére colonne :

m m mQ—m m m mQ—m

—det | m m 0 = —det m m 0
1 m m-—m? 1+m 2m 0

On développe par rapport & la derniére colonne pour obtenir

m m m2—m

—det m m 0 = (m — m?)det m L - (m —m?)[2m? — m(1 + m))].
1+m 2m
1+m 2m 0
On conclut que
det(M,,) = —(m? —m)?,

en particulier M, est inversible si et seulement si m ¢ {0,1}. [



Exercice 6 (%% %) Montrer que pour tout entier n > 2 et toute famille (a; j)1<i<j<n d’éléments de
K, on a

ailp ... QAlp
. n
0 a :
det 2 = H (7
: . . : i=1
0 ... 0 ann

Solution. Nous allons présenter deux méthodes.
Meéthode 1 : On revient a la définition. Soient n > 2, (a;;)1<i<j<n une famille d’éléments de K. On
note

ai] ... A1n
0 a
A= 22
0 0 apn

Rappelons que
det(A) = Z 6(0’)&10(1) o Opo(n)-
O'EG’,L
Soit o € &,, avec oy # Id. Par 'absurde, supposons que og(k) > k pour tout k € {1,...,n}. Puisque
oo # 1d, il existe [ € {1,...,n} tel que o¢(l) # [. Par hypothése, on a donc o¢(l) > [ puis

{oo(l),...,00(n)} C{l+1,...,n}.

Cette derniére inclusion est absurde car elle entraine en particulier n—Il4+1<n—(I+1)+1=n—-1.11
s’ensuit qu'il existe kg € {1,...,n} tel que og(ko) < ko. Il reste & remarquer que le caractére triangulaire
supérieur de A donne ayq,(k,) = 0 puis

algo(l) ce ango(n) = 0.

On conclut que
det(A) = Y~ &(0)a15(1) - - - Ano(n) = 11 - - - G-
o€,
Méthode 2 : On procéde par récurrence. Pour chaque entier n > 2, notons P(n) la propriété : "pour
toute famille (a; j)1<i<j<n d’éléments de K, on a

ailp ... A1in
. n
0 a :
det 2 = H CL“‘.”
: . . : i=1
0 ... 0 apn

La propriété P(2) est claire compte-tenu de I'expression du déterminant en taille 2. Soit £ > 2 un
entier. Supposons que P (k) ait lieu. Fixons une famille (b; j)1<i<j<i+1 d’éléments de K. On a

b1 ... b1 (k+1) bao ... b1(k+1)
det | O b2 ' = byidet (_) ?33 '
0 . 0- b(k—&-l;(k—i-l) 0 0. b(k+1;(k+1)
Notre hypothése de récurrence appliquée a la famille (b; j)2<i<j<k+1 nous permet alors d’écrire
boo ... b1(k+1)
det | ?33 ' = b2o .. b1y (k1)
0 .0 b(k—&-l;(k—&-l)
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On conclut que

bir ... b1(k+1)
0 boo :
det . ' . ) =by1... b(k+1)(k+1)
0 .. 0 busrnesy
et ceci termine la récurrence. m
Exercice 7 (%% %) Soient n > 1 un entier, x1, ..., x, € K. On appelle déterminant de Vandermonde
V(x1,...,2,) le nombre complexe
1z 23 2
det o
1z, 22 ... 2!
On note (4, ..., C, les colonnes de la matrice ci-dessus.
1. Appliquer lopération élémentaire C), < C,, — x1Cp—1 au déterminant V (z1,...,x,).

2. Poursuivre avec les opérations élémentaires C,,_1 <+ Cp_1 — 21Cp_o,...,Cy < Cy — £1C3.
3. Effectuer un développement judicieux selon une ligne ou une colonne.
4

. Montrer que V(z1,...,2,) = [ (@i —xj).
1<j<i<n

Solution.

1. On obtient avec C), < C), — x1C),_1

1 x 3 aht? 0
1 a9 3 - :1:3‘2 xg_Q(xQ — 1)
V(xy,...,x,) = det : :
Tno1 Tp_y Ty w1 (@1 —21)
T x2 "2 22z, — 1)
2. On poursuit avec C,,_1 + Cp,_1 — 21Cph_o
1 oz 22 0 0
1 a:% N x’g_g(azg — 1) :1:5‘_2(202 — 1)
V(zi,...,xy) = det :
Too1 a2y o apf (@1 — @) )i (Tno1 — @)
T, x2 2" 3(z, — 21) 2" 2(x, — 21)
De méme avec Cp_o < Cp_o — 21Cph_3,...,Cph_o0 <+ Cp_o — 21Cp_3
1 0 0 . 0 0
1 z9—x xo(xo — 271) . x§72(x2 — 1) .’E;Liz(ﬂjg — 1)
det :
1 o1 =21 Tpo1(@per —x1) - 203 (xg —x1) 23 (w, — 1)
1 z,—x Tn(Tn — 21) v a3 (wg —x1) 2V (2, — 21)
3. On développe ce dernier déterminant selon la lére ligne et on obtient
To — X1 xo(xo — 21) .’ESL_Q(I'Q — 1) x§_2(ac2 — 1)
det n—3 n—2 :
Tp—1— X1 $n—1($n—1 - 361) 3%—1(302 - 1‘1) xn_l(mn - 361)
Ty — X1 Tn(Tn — 1) 23 (g —21) 273 (2, — 1)



I1 vient alors

1 o ;1:2_2 x2_2

V(z1,...,2n) = (v2 — 21)(x3 — 21) ... (T) — 1) det s n:_2
Tn—1 Tp—1 Tp—1

Tn, =3 pn—2

4. L’égalité ci-dessus permet d’établir la formule souhaitée via une récurrence immédiate.

[
Exercice 8 (%% %) 1. Soit n > 2 un entier. Exprimer le déterminant en fonction de n de la
matrice suivante :
1 n -+ n n
n 2 n n n
n n 3 n c Mn(R)
n n n o n

2. Soient a,b € R. Pour chaque entier n > 2, on considére

a+b a 0o ... 0
b a+bd :
Myap = 0 b 0 € M,(R)
: " " . a
0 0 b a+bd

et on pose Dy(a,b) = detM,, 4.
(a) Montrer que pour chaque entier n > 4,

D,(a,b) = (a+b)D,,—1(a,b) — abD,,_2(a,b).

(b) En déduire que pour chaque entier n > 2, D,,(1,1) =n + 1.

3. Soit a € C. Pour chaque entier n > 2, on considére

a O -+ 0 n—-1
0 a :

0 0 a 1
n—1 2 1 a

Montrer que pour tout entier n > 2,
n—1
D, =a"—a"? Z K.
k=1

Exercice 9 (%% %) Soient n > 2 un entier et A € M,(R) telle que
det(A + M) = det(A) + det(M) pour tout M € M, (R).

1. Montrer que A ¢ GL,(R).



2. Justifier existence d'un entier 7 € {0,...,n — 1} et de P,Q € GL,(R) telles que
A=PJQ

avech:<jg 8

3. Calculer det(M) avec M = PQ — A. Conclure.

) ou I, représente la matrice identité de M, (R).

Solution.
1. En exploitant la propriété vérifiée par A avec M = A, il vient
2" det(A) = det(2A4) = det(A) + det(A) = 2det(A).
Il s’ensuit det(A) =0, i.e., A ¢ GL,(R).

2. Puisque A n’est pas inversible, nous savons qu’elle satisfait pour deux matrices inversibles P et
Q et pour r =rg(A) € {0,...,n — 1} I'égalité énoncée, & savoir

A=PJ.Q.
3. On a
det(PQ — A) = det(P(1,, — J,)Q) = det(PQ) det(I,, — J.).

Si r =0, alors J, est la matrice nulle et dans ce cas, det(PQ — A) = det(P) det(Q). Si r # 0,
alors I, — J, n’est pas inversible et ceci entraine det(PQ — A) = 0.

Par I’absurde, supposons que A ne soit pas nulle, i.e., 7 > 0. En tenant compte de ce qui précéde
et en utilisant la propriété vérifiée par A appliquée & M = PQ — A, on obtient

det(PQ) = det(A+ M) = det(A) + det(M) = det(A) + 0 = det(A)

et ceci est contradictoire puisque PQ est inversible. On conclut que A = 0.

Exercice 10 (%% %) Soient n > 1 un entier et A € M,(R). Montrer qu'il existe un réel € > 0 tel
que pour tout ¢t € [—¢,¢] \ {0}, A+ tI,, est inversible dans M, (R).

Exercice 11 (%%%) Soient a,b,c € R*. On considére les hyperplans vectoriels de R? donnés par
Pr={(2,y,2) €R*: (a+b)’z + e’y + ¢z = 0}

Py = {(m,y,z) eR3: a2x+(b+c)2y+a2z:0}

et
Py = {(z,y,2) € R® : b’ + b’y + (c + a)®2 = 0} .

On note D le déterminant

(a+b)? c? c?
D = det a? (b+c)? a?
v? b? (c+ a)?

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ces hyperplans vectoriels aient unique-
ment en commun (0,0, 0).

2. Montrer que
(a+b)? 2= (a+b)? - (a+b)?
D = det a? (b+c)? — a? 0
b? 0 (c+a)? — b



3. En déduire
(a+b)? c—a—b c—a—b

D= (a+b+c)det a? b+c—a 0
b? 0 cta—1b

4. Par des opérations sur les lignes, établir que

ab —b —a
D=2a+b+c)’det | a®> b+c—a 0
b? 0 c+a—-1>

5. Via un développement selon une ligne ou une colonne, donner D sous une forme factorisée.

6. Revenir a la Question 1 et conclure.

Exercice 12 Soient a,b,c € R. Donner sous une forme factorisée les déterminants des matrices sui-

vantes :
1 1 a b b 1 a b+ec
a b ¢ |, b a b ], 1 b atc
a? b2 2 b b a 1 ¢ a+bd
Solution. Soient a,b,c € R.
— On a
1 1 1 1 1 1 1 1 1
det a b ¢ = det 0 b—a c—a =det| 0 b—a c—a
a? b A2 a? b2 2 0 V¥ —a? ?—a?

En développant par rapport & la premiére colonne, il vient

1 1

1
det | 0 b—a c—a :1><det<bg:22 65:22):(b—a)(c—a)[(c+a)—(b+a)].
0 b —a% *—a?

On conclut
1 1 1
det| a b ¢ | =((0-a)(c—a)(c—0D).
a2 v A2
a b b a—b 0 b—a a—5b 0 0
det| b a b = det b a b = det b a 2b
b b a b b a b b a+b

En développant par rapport & la premiére ligne, il vient

a—b 0 0 %
det b a 2b = (a—b) x det <Z b ) = (a —b)[a(a +b) — 2b].
b b oa+b ¢

On conclut

det = (a —b)*(a + 2b).

R
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— On a

1 a b+ec 1 a a+b+c+1
det| 1 b a+c | =det| 1 b a+b+c+1
1 ¢ a+b 1 ¢ a+b+c+1

En posant d :=a+ b+ c+ 1, il vient

1 a b+ec 1 a 1
det 1 b a+c = ddet 1 b1 =0
1 ¢ a+b 1 ¢ 1

Exercice 13 On note (eq,es,e3,¢e4) la base canonique de R*. Soit a € R. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que (ae; — ea — e4, —e1 + aeg — €3, —ea + aeg — eq, —e] — €3 + aey) soit une
base de R%.

Solution. On note f; := ae; —es—ey, fo:= —e1+aes—es, f3:= —ea+aes—eq et fy := —e1 —esz+aey.
La famille (f1, f2, f3, f1) est une base de R* si et seulement si elle est de rang 4, i.e., si et seulement si

la matrice suivante
a -1 0 -1

-1 a -1 0
A= 0 -1 a -1
-1 0 -1 a
est inversible dans My(R). On a
a -1 0 -1 a—2 -1 0 -1 1 -1 0 -1
-1 a -1 0 a—2 a -1 0 1 a -1 0
det(A) = det 0 -1 a -1 = det a—9 -1 a -1 = (a—2)det 1 -1 4 -1
-1 0 -1 a a—2 0 -1 a 1 0 -1 a
D’autre part, on a
1 -1 0 -1 1 0 0o -1 1 0 0 0
1 a -1 0 1 a+1 -1 O 1 a+1 -1 1
ety 4 o |7y g o STy 0 4 o
1 0 -1 a 1 1 -1 a 1 1 -1 a+1

En développant par rapport & la premiére ligne, il vient
1 0 0 0

a+1 -1 1
det La+d -1 1 = det 0 a 0

1 0 a 0
1 1 -1 a+1 boo-lbasd
On développe ce dernier déterminant suivant la deuxiéme ligne pour obtenir

a+1 -1 1 41 1
det 0 a 0 :adet<a1 a+1>:a[(a+1)2—1].
1 -1 a+1

En combinant tout ce qui précéde, on aboutit a
det(A) = (a — 2)af(a+1)* —1] = a*(a — 2)(a + 2).
En conclusion, la famille (f1, f2, f3, f1) est une base de R* si et seulement si a?(a — 2)(a +2) # 0, i.e.,

ad{-2,02}.
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Exercice 14 Déterminer 'ensemble des réels m tels que

0 m m m2—m
1 m=—1 2m—1 m?2—m
0 m m 0

1 m 3m—1 0

soit inversible dans My(R).

Solution. Pour chaque réel m, on pose

0 m m m2—m

1 m—1 2m—1 m?2—m
My = 0 m m 0

1 m 3m—1 0

Fixons un réel m. En développant par rapport & la premiére colonne, on a

0 m m m? —m mom m? —m
1 -1 2m—1 m?— -

det m m m m =—det| m m 0
0 m m 0 1 m om—m?
0 1 m m — m?

On fait apparaitre un 0 supplémentaire dans la derniére colonne :

m m mZ—m m m m?—m
—det | m m 0 = —det m m 0
1 m m—m? 1+m 2m 0

On développe par rapport a la derniére colonne pour obtenir

m m m2—m

—det m m 0 = (m — m?)det (
1+m 2m 0

m m

1+m 2m ) = (m —m?)[2m* — m(1 + m)].

On conclut que
det(M,,) = —(m? —m)?,

en particulier M,, est inversible si et seulement si m ¢ {0, 1}.
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