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Chapitre 1 : le K-espace vectoriel K"

1 Sous-espaces vectoriels de K"
Exercice 1 (%) Montrer que les ensembles
E:{(x,y) ER2:533—7y:0}

F={(zy,2) e R3: 3z —y+2z=0}
G={(z,y,2,t) € R* : & + 2y + 3z + 4t = 0}
sont respectivement des sous-espaces vectoriels de R?, R? et R%.

Solution. On décrit ici un cas plus général. Soient a1,...,a, € R avec n > 1 entier. On veut montrer

que
H::{(xl,...,xn)E]R”:alxl—i-...—{—anxn:()}

est un sous-espace vectoriel de R™. On procéde en deux étapes :
(i) A t-on Ogn € H? On a
ar X04+...+a, x0=0,
donc Ogn € H.
(ii) L’ensemble H est-il stable par combinaison linéaire ? Soient \, u € Ret u = (uq,...,uy)

et v = (v1,...,v,) deux éléments de H. Montrons que \u + pv € H.
Ecrivons tout d’abord

A+ pv = AUty .y un) + p(vr, . vn) = (AMug + poi, . s Anln + 1op).
=X1 =X,

Pour établir I'inclusion souhaitée Au 4+ pv € H, il nous faut montrer a1 X1 + ... + a, X, = 0.
Remarquons que les inclusions u € H et v € H entrainent tout de suite

aiul +...+au, =0 et ajv1+...+apv, =0.
Il reste & voir que ces deux égalités donnent

a1 X1+ ...+ ap Xy = ar(Aug + por) + .o+ an(Auy + poy)
= Majuy + ... + apuy) + plarvy + ... + apvy)
=Ax04+px0

pour conclure que Au + pv € H.
On a montré que la partie H de R™ contient Ogn et qu’elle est stable par combinaisons linéaires (a
coefficients réels) : elle est donc un sous-espace vectoriel de R™. |



Exercice 2 (%) Montrer que

E=1{(z,y,2,t) e R*: wtdy+z=0
T dr—y+t=0

est un sous-espace vectoriel de R%.

Solution. Observons que Oga € E. Soient (x1,y1, 21,t1), (T2, Y2, 22,t2) € E et A, u € R. Montrons que
M1, y1, 21, t1) + (@2, Y2, 22, 12) € E. (1)
Notons que
M@, 91, 21, t1) + (2, Y2, 22, t2) = (A1 + pxe, Ay1 + pye, Az1 + pe2, Aty + uta)

et posons X = Ax1 + pxe, Y = Ay1 + pye, Z = Az1 + pzo et T = Aty + ute. Constatons que I'inclusion
voulue (1) revient a établir que

2X+3Y +Z2=0 et 4X -Y +T=0.
Puisque (l'lvylazlatl)a ($2,927227t2) S E7 on a
A2x1+3y1+21) =0 et w22+ 3y2+22) =0

ce qui donne
A2x1 +3y1 + 21) + (222 + 3y2 + 22) =0

et cecl s’écrit encore

2X +3Y +Z2=0.

De méme, on a
M4y —y1+t1) =0 et p(das —yo +1t2) =0

et on vérifie que cela entraine
4X -Y +T=0.

On conclut que E est un sous-espace vectoriel de R*. m
Exercice 3 (%) Les ensembles N, Z et D sont-ils des sous-espaces vectoriels de K?

Solution. Aucun des trois n’est un sous-espace vectoriel de K. Si N était un sous-espace vectoriel de
K, on devrait avoir (1/3) 1 =1/3 € N. De méme pour Z et pour D. m

Exercice 4 (%% ) Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R? ?
Ei={(z,y) eR?:ay =0}, By ={(z,y) ER*:2° —y =0} , B3 ={(z,y) e R : 2® +y* = 0},
Ey={(v,y) eR*:x >y}, Bs={(z,y) eR*: 20+ 3y =1} et Eg={(z,y,0): 2,y €R}.

Solution. Il faut faire les dessins des parties en questions pour voir tout de suite si ¢’est un sous-espace
vectoriel de R? vectoriel de R? ou non! On rappelle que les sous-espaces vectoriels de R? sont : {(0,0)},
les droites de R? passant par (0,0) et R? tout entier.
(a) La partie E; est I'union de deux droites distinctes : elle n’est pas un sous-espace vectoriel de
R?. Pour le démontrer, il suffit de voir que (1,0) € E; et (0,1) € E; tandis que

(LO) + (07 1) = (17 1) ¢ Ey.



(b) La partie E5 correspond au graphe de la fonction carrée (i.e., une parabole) : elle n’est pas un
sous-espace vectoriel de R2. Pour le démontrer, observons que (1,1) € E; tandis que

2.(1,1) = (2,2) ¢ Es.

(c) La partie E3 est un sous-espace vectoriel de R? : en effet, on a E3 = {(0,0)}.

(d) La partie E4 est ce que 'on appelle un demi-espace de R? (elle correspond & I’hypographe (la
partie en dessous du graphe) d’une certaine fonction linéaire) : elle n’est pas un sous-espace
vectoriel de R2. Pour le démontrer, remarquons simplement que (1,0) € F; alors que

~1.(1,0) = (—1,0) ¢ Ey.

(e) La partie E5 ne contient pas (0,0) : elle n’est pas un sous-espace vectoriel de R2.
(f) La partie Eg n’est pas une partie de R? : elle n’est pas un sous-espace vectoriel de R?.

Exercice 5 (%% ) Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R3 ?
B, = {(a:,y,z) €R3:xyz:O},E2 = {(m,y,z) €R3:$2—y:z},E3 = {(x,y,z) eR3: 2?42+ 22 :0},
Ey = {(:):,y,z) ER?’ZIBZ?JZZ}J% = {(1’,:[/,2) eR’: 2e+3y+z2= 1} et Lg= {(.CE,y,O)IiL',yER}-

Solution. C’est analogue a l'exercice précédent. On rappelle que les sous-espaces vectoriels de R3
sont {(0,0,0)}, les droites de R3 passant par (0,0,0), les plans de R? passant par (0,0,0) et R3. On
montre que Ey, Ey, B4, E5 ne sont pas des sous-espaces vectoriels de R3. On vérifie également que
E3 = {(0,0,0)} (qui est donc un sous-espace vectoriel de R?). Enfin (et contrairement a I'exercice
précédent) Fg est un sous-espace vectoriel de R® (notons que Eg = {(z,y,2) € R*: 2 =0}). m

2 Combinaisons linéaires

Exercice 6 (%) On considére les vecteurs de R? suivants u = (2,—1), v = (=3,2) et w = (1, 3).
Montrer que w est combinaison linéaire (& coefficients réels) de u et v.

Solution. Supposons que w soit combinaison linéaire (& coefficients réels) de u et v. Par définition, il
existe A, u € R tels que
w = A\ + Q.

Il vient alors
(1,3) = (2A — 3, =\ + 2p).

On en déduit A =11 et p = 7. Il reste & vérifier que
(1,3) =11(2,—1) + 7(-3, 2).
Donc, w est bien combinaison linéaire de u et v. ®

Exercice 7 (% %) Peut-on exprimer v/2 comme combinaison linéaire a coefficients dans Q d’éléments
de Q7 Méme question avec des éléments de R.

Solution. La réponse est "non" puisque d'une part v/2 ¢ Q et d’autre part que toute combinaison
linéaire d’éléments de QQ a coefficients dans Q est un élément de Q. Par ailleurs, 1’égalité évidente
V2 = 1./2 et linclusion v2 € R montre que V2 est combinaison linéaire a coefficients dans Q
d’éléments de R. m

Exercice 8 (%% ) On note i le nombre complexe tel que 2 = —1. Peut-on exprimer i comme combi-
naison linéaire (& coefficients dans R) d’éléments de R ?



Solution. La réponse est "non". Si c’était le cas, on aurait i € R. m

Exercice 9 (%% ) Déterminer a € R pour que w = (1,a,3) € R? soit combinaison linéaire (& coeffi-
cients réels) de u = (—1,—-2,2) et v = (0,4, —1).

Solution. Supposons qu’il existe a € R tel que w = (1, a,3) soit combinaison linéaire (a coefficients
réels) de u et de v. Il existe alors A, u € R tels que w = Au + po, i.e.,

(1,a,3) = M(—1,-2,2) + (0,4, —1).

Ceci entraine que A = —1, a = 18 et u = —5. Il reste a vérifier que (1,—18,3) = —u—5v. =

3 Familles génératrices et sous-espaces vectoriels engendrés
Exercice 10 (%) Donner une famille génératrice des sous-espaces vectoriels
E = {(m,y,z) eR3: a:—y—|—22::0},E2 = {(x,y,z,t) cR* :x—y+22=0}

et
Egz{(x,y,z,t,w)eR5;x+w:0},

Solution. Pour tout (x,%,2) € R?, on a les équivalences

(ZE,y,Z) S (ZE,y,Z) = (l’,.ﬁE—I—Zz,Z)
& (2,9,2) = 2(1,1,0) + 2(0, 2, 1),

et ceci entraine 1’égalité

E; = vect {(1,1,0),(0,2,1)}.

Ainsi, la famille ((1, 1,0), (0,2, 1)) est une famille génératrice du sous-espace vectoriel E.
De méme, on a pour tout (z,y, z,t) € R?*

(x,y,2,t) € By & (x,y,2,t) = (z,x + 22, 2, 1)
< (z,y,2,t) = 2(1,1,0,0) + 2(0,2,1,0) + ¢(0,0,0, 1),

d’out on déduit
Ey = vect {(1,1,0,0),(0,2,1,0),(0,0,0,1)} .

Ceci nous dit que la famille ((1, 1,0,0),(0,2,1,0),(0,0,0, 1)) est une famille génératrice du sous-espace
vectoriel Es.
On montre de méme que

By = vect {(1,0,0,0,—1), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0)} .

Autrement dit : la famille ((1,0,0,0,-1),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0)) est génératrice du

sous-espace vectoriel F3. m

Exercice 11 (k%) Donner une famille génératrice du sous-espace vectoriel

_ -0
E =< (z,y,2) €R?: oyt .
20 —y—2=0



Solution. Méthode 1. Remarquons tout d’abord que
E = {(x,y,z) ER?’:x—y—l—z:O}ﬂ{(:p,y,z) ER3:2m—y—z:O}.
Un raisonnement analogue & celui employé dans ’exercice ci-dessus montre alors que
E = vect{(1,1,0),(0,1,1)} Nvect {(1,2,0),(0,—1,1)}.

Fixons (z,y, z) € E. D’aprés 1'égalité ci-dessus, il existe A1, 1, A2, p2 € R tels que

(x,y,2) = A1(1,1,0) + 111(0,1,1) et (x,y,2) = A2(1,2,0) + p2(0,—1,1).
On obtient alors = Ay = Ag, y = A1 + 1 = 22 — o et z = py = ps. 1l découle de ceci

A2+ p2 = A1+ 1 = 2A2 — pa,

d’out les égalités x = 211, y = 3u1 et z = py. Ceci montre que (z,y,2) € vect{(2,3,1)}. On a donc
I'inclusion E C vect {(2,3,1)}. L’inclusion renversée est immédiate puisque

(2,3,1) € vect {(1,1,0),(0,1,1)} Nvect {(1,2,0),(0,—1,1)}.

En conclusion, on a
E =vect{(2,3,1)},

autrement dit ((2,3,1)) est une famille génératrice de E.
Méthode 2. On remarque que pour tout (z,y, z) € R3,

r—y+z2=0 N T—y+z2=0
2 —y—2=0 3z —2y =0.
On en déduit que pour tout (z,y,2) € R3,

2 1 2 1

(xay7 Z) € FE= (xmyv Z) = <7y7y7 7?/) = y(ga 17 g

3 3 )

Ceci montre que E C vect {(2,1, %)} = vect {(2,3,1)}. Pour obtenir I'inclusion renversée, il suffit de

remarquer que (2,3,1) € E et de dire que £ est un sous-espace vectoriel de R3 contenant (2,3,1),
en particulier il contient le plus petit sous-espace vectoriel de R?® contenant (2,3, 1), i.e., il contient
vect{(2,3,1)}. On conclut que

E =vect{(2,3,1)},

et ceci revient a dire que ((2, 3, 1)) est une famille génératrice de E. ®

Exercice 12 (%% ) Dans cet exercice, K = R. Donner les sous-espaces vectoriels suivants sous forme
d’écriture paramétrique et cartésienne :

E, =vect{(1,2,3)} et Ey=vect{(1,2,3),(4,5,6)}.
Solution. Avant de répondre & la question, donnons deux écritures alternatives de Eq
E; ={X(1,2,3): A e R} =RR(1,2,3).
Pour I'écriture paramétrique, on écrit pour tout (z,y, z) € R3,

(x,y,2) € By & INER, (x,y,2) = \(1,2,3).



Pour obtenir une équation cartésienne, il suffit de reprendre 1’équivalence ci-dessus et d’écrire pour
tout (z,y,2) € R3

2=y
3r = z.

(x,y,2) € By & INER,(z,y,2) = A\(1,2,3) & {
Nous avons donc deux écritures pour F7, a savoir
3 3 2z =y
B = {(m,y,z) eR’:INeR,(x,y,2) = )\(1,2,3)} =< (z,y,2) eR”: 5 )
=z

Soit Fy le sous-espace vectoriel de R? donné par
Ey :=vect{(1,2,3),(4,5,6)}.
Signalons ’écriture alternative (qui découle de la définition de vect)
Ey ={\(1,2,3) 4+ 1(4,5,6) : \,u € R} .

Comme dans le cas précédent, ’écriture paramétrique est une formalité :

r=A+4u
Ey={(x,y,2) € R3: 3\, pn R, y=2\+5u
z=3\+6pu

Pour I’écriture cartésienne, on observe que pour tout (z,y, z) € R3,

r=A+4u r=A+4pu
(,y,2) € Ba & INpeR Sy=22+5u < INpeR (u=—(y—2x)/3
z=3\+6u p=—(z—3zx)/6

& —(y—2x)/3=—(z—3x)/6
Sr—2y+2=0
ie.,
By ={(v,y,2) €ER*:x -2y +2=0}.

Exercice 13 (%) Que pensez-vous du sous-espace vectoriel de R? donné par E = vect {(1,2), (3,4)} ?

Solution. On a E = R2. En effet, on a évidemment E C R? et I'inclusion renversée s’obtient en

constatant que

—4x + 3y
2

2 —
ac2 y(3,4) pour tout (z,y) € R2.

(z,y) = ( )(1,2) +

Exercice 14 (% %) Déterminer a,b € R tels que w = (-2, a, b, 3) appartienne au sous-espace vectoriel
engendré par u = (—1,—-1,1,2) et v = (—1,2,3,1).

Solution. Supposons qu’il existe a,b € R tels que
w € vect {u, v}

avec w = (—2,a,b,3). Il existe alors A\, u € R tels que w = Au+ pv. Il vient alors A =1, u=1,a =1
et b = 4. Il reste alors a vérifier I'égalité (—2,1,4,3) = (-1,—-1,1,2) +(-1,2,3,1). =m



Exercice 15 (%)

1. Soient a = (2,3,—1), b = (1,-1,-2), ¢ = (3,7,0) et d = (5,0, —7) quatre vecteurs de K3.
Montrer que
vect {a, b} = vect {c,d} .

2. Soit n > 1 un entier. Montrer que pour tout u,v € K",
vect{u,v} = vect{u + v, u — v}.
3. Suppression d’un générateur : Montrer que
vect {(5,7,2),(-3,1,4), (19,11, —8)} = vect {(5,7,2),(—3,1,4)}
4. Remplacement d’un générateur : Montrer que
vect {(5,7,2),(—=3,1,4)} = vect {(5,7,2),(2,8,6)} = vect {(2,8,6),(—3,1,4)}

Solution.
1. Les égalités
3 1 2 1
== —d et b= —-c— =d.
a 7c—|— - e 7c 7

nous disent que a, b € vect{c, d}, d’ou
vect {a, b} C vect {c,d} .
On montre de méme que
vect {c,d} C vect{a,b}.
L’égalité voulue est ainsi établie.
2. On a tout de suite
vect{u + v,u — v} C vect{u,v}.

L’inclusion renversée s’obtient en remarquant que

u+v  u—v u+v u—v
U = + et v= — .
2 2 2 2

3. Il suffit de voir que (19,11, —8) est combinaison linéaire des deux autres vecteurs considérés.
4. 11 suffit de voir que (2,8,6) = (5,7,2) + (—3,1,4).
[

Exercice 16 (% %) Soit n > 1 un entier. Une sur-famille d’'une famille génératrice d’'un sous-espace
vectoriel F' de K" est-elle encore une famille génératrice de F'?

Solution. C’est faux en général. Considérons F := (vi,...,vp,) une famille génératrice de F), i.e.,
vect {v1,...,vp} = F. La sur-famille (v1,...,vp,vpt1,...,v,) de F avec vpt1,...,v, € K" n’est pas en
général une famille génératrice de I’ puisque vp41,...,v, ne sont pas nécessairement des éléments de
F.
Le résultat a néanmoins lieu si les éléments vpy1,...,v, € F. En effet, sous cette hypothése, on a
F =vect{vi,...,vp} Cvect{vi,...,vp,Ups1,...,0p,} CF
et ceci nous dit que la sur-famille (vq,...,vp, Vpt1,...,v,) de F est une famille génératrice de F. m



4 Opérations sur les s.e.v.

Exercice 17 (%% ) Soient n > 1 un entier, F' et G deux sous-espaces vectoriels de K™ avec F' C G.
L’ensemble G \ F est-il un sous-espace vectoriel de K" ?

Solution. La réponse est "non". En effet, G \ F' ne contient pas 0. [

Exercice 18 (% %) Soient I un ensemble non vide, n > 1 un entier et (F;);c; une famille de sous-
espaces vectoriels de K™. Montrer que (;c; F; est un sous-espace vectoriel de K".

Solution. Puisque Og» est dans chacun des F; (i € I), nous savons que Ogn est dans l'intersection
considérée. Soient x,y € [;c; F5 et A\, u € K. Pour chaque i € I, on a (car F; est un s.e.v. de K")

Az + py € Fi.
Ceci nous dit que Az + py € (;c; Fi. ™

Exercice 19 (% %) Montrer que

3r4+y—2=0
D =< (x,y,2) e R3: rry-2
r—y+z=0

est un sous-espace vectoriel de R? sans revenir a la définition et sans en déterminer une famille géné-
ratrice.

Solution. On peut exploiter le fait que l'intersection de deux sous-espaces vectoriels de R? est encore
un sous-espace vectoriel de R? et remarquer que D est I'intersection de deux sous-espaces vectoriels de
R3 puisque

D={(z,y,2) ER®: 3z +y—2=0}N{(z,y,2) ER®: . —y + 2 = 0}.
[

Exercice 20 (%% ) L’objectif de cet exercice est d’étudier I'union de deux sous-espaces vectoriels
F,G de K" ott n > 1 désigne un entier fixé.

1. Montrer que si FF C G ou G C F, alors F'U G est un sous-espace vectoriel de K".

2. On suppose que F' ¢ G et G ¢ F. Nous allons montrer que dans ce cas, F'UG n’est jamais un
sous-espace vectoriel de K. Procédons par ’absurde en supposant que F'UG est un sous-espace
vectoriel de K.

(a) Justifier qu’il existe f € F tel que f ¢ G et g € G tel que g ¢ F.
(b) Montrer que f+g € FUQG.

(¢) Aboutir a une contradiction.

Solution.
1. Si F C G (resp. G C F), alors F UG est un sous-espace vectoriel de K™ puisque dans ce cas
FUG=G (resp. FUG =F).
2. Rappelons ici que nous nous plagons désormais dans le cas ou F ¢ G et G ¢ F. Par 'absurde,
supposons que F'U G soit un sous-espace vectoriel de K™.

(a) Le fait que F' ¢ G entraine qu'il existe f € F tel que f ¢ G. De méme, G ¢ F donne tout
de suite 'existence de g € G tel que g ¢ F.
(b) Puisque F UG est supposé étre un sous-espace vectoriel de K™, les inclusions f € FUG et

g € F UG permettent d’écrire
f+ge FUG. (2)



(¢) L’inclusion ci-dessus (2) nous dit que f+ g € F ou f+ g € G. Nous allons voir que chacune
de ces deux inclusions conduit & une contradiction. Si f 4+ g € F, alors il existe f' € F tel
que f+¢g = f'. Ainsi, on a g = f — f' € F et ceci contredit le fait que g ¢ F. De méme,
on ne peut pas avoir f + g € G. L’inclusion (2) est donc absurde et permet de conclure que
F U G n’est pas un sous-espace vectoriel de K™.

Exercice 21 (%%)
1. Montrer que F = R(1,0,0) et G = R(0,0,1) sont en somme directe. A t-on F & G = R3?
2. Montrer que R? = R(1,2) ® R(3,4).

3. Les sous-espaces vectoriels R(1,2,3) et R(2,4,6) sont-ils en somme directe ?

Solution.
1. Soit x € FNG. 1l existe A\, u € R tels que x = A\(1,0,0) et 2 = 1(0,0,1). Il s’ensuit A = 0 et
g = 0. On conclut que z = (0,0,0). On a évidemment F @& G C R3. L’inclusion renversée n’a
pas lieu car (0,1,0) ¢ FF & G.
2. De méme que ci-dessus, on montre que R(1,2) et R(3,4) sont en somme directe. Par ailleurs,
Pégalité
—4z 4+ 3y

valide pour tout (z,y) € R? montre que R? C R(1,2) + R(3,4). On conclut que

20 —y

(3,4)

R? = R(1,2) ® R(3,4).

3. Les sous-espaces vectoriels considérés ne sont pas en somme directe car (1,2,3) € R(1,2,3) N
R(2,4,6).
]

Exercice 22 (%) Soient n > 1 un entier, (v1,...,v,) une famille de K" & p éléments avec p > 1
entier. Montrer que
vect {vq,...,vp} = Koy + ... + Ku,.

Solution. L’ensemble Kv; + ... + Kuv,, contient vy, ..., v, et est un sous-espace vectoriel de K". On a
donc
vect {vq,...,vp} C Ko +... + Ku,.

L’inclusion renversée découle du fait que tout élément de Kvy + ...+ Kuv, est une combinaison linéaire
de v1,...,vp et donc un élément de vect {vy,...,v,}. ®

Exercice 23 (%% %) Soient E,F et G trois sous-espaces vectoriels de K™ (avec n > 1 entier). On

suppose que
ENFCENG, E4+FCFE+G e GCF.

Montrer que F = G.

Solution. Puisque G C F, il suffit d’établir que F' C G. Soit x € F. L’égalité évidente x = Ogn + x et
Iinclusion Ogr» € F permettent d’exploiter I'inclusion F + F C E + G et ainsi d’écrire x = y 4+ z pour
un certain y € E et z € G. En combinant ’égalité y = x — z avec les inclusions z € F et —z € G C F,
on obtient y € F. Il s’ensuit y € ENF C ENG et donc y € G. Il reste & voir que les inclusions y € G
et z € G entrainent € G. On conclut que FF C G. m

Exercice 24 (%% %) Soient n > 1 un entier, F, F' et G trois sous-espaces vectoriels de K”. Montrer

que
E+(FN(E+G))=E+(GN(E+F)).



Solution. Notons A le membre de gauche de I’égalité souhaitée et B celui de droite. Soit x € E+ (F N
(E+ G)) = A. Commengons par voir qu'il existe y € E et z € FN(E + G) tels que © = y + z. Puisque
z € E+ G, on peut écrire z = e+ g pour un certaine € Fet g€ G. [l vient alorsg=z2—e€ E+ F. 1l
reste & écrire z = (y+e)+g € E+ (GN(E+ F)) pour conclure quant a l'inclusion A C B. L’inclusion
B C A est analogue et laissée a la charge du lecteur. m

5 Familles libres et liées

Exercice 25 (%) Soit n > 1 un entier. Montrer que la famille ((1, 0,...,0),...,(0,...,0, 1)) est libre
et génératrice de R".

Solution. Cette famille est évidemment génératrice puisque pour tout (z1,...,z,) € R" on a
(1,...,xn) = 21(1,0,...,0) + ...+ 2,(0,...,0,1).
Montrons que cette famille est libre. Fixons A1,..., A, € R tels que
A1(L,0,...,0)+ ...+ X (0,...,0,1) = (0,...,0).

Il vient

(A, osAn) =(0,...,0),
i.e., A\ =...= A\, = 0. La famille considérée est donc libre. m
Exercice 26 (%) La famille ((1,1,0), (4,1,4),(2,—1,4)) est-elle libre dans R??

Solution. Soient A1, Az, A3 € R tels que
)\1(17 17 O) + )‘2(45 ]-a 4) + >‘3(27 *]-a 4) = (07 07 O)

Il vient alors

A+ 4 +203=0
AM+A—A3=0
4X9 +4X3 = 0.

On en déduit que Ao = —A3 et \; = 2A3. Ces relations nous conduisent &
2(17 17 0) - (47 174) + (27 _1a 4) = (07 O> O)
On conclut que la famille considérée est liée. m

Exercice 27 (%) Soient v; = (1,1,0), v2 = (4,1,4) et v3 = (2, —1,4) trois vecteurs de R®. Montrer
que pour tout 4,5 € {1,2,3} distincts, la famille (v;, v;) est libre dans R®. La famille (vy, v2,v3) est-elle
libre dans R3?

Solution. On a vu que (v1,v2,v3) était liée dans R3. Pourtant, chacune des sous-familles (vy,vs),
(va,v3) et (v1,v3) est libre dans R?. m

Exercice 28 (%)
1. La famille ((1, 2,3), (5,6, 7)) est-elle une base de R?? génératrice de R3 ? libre dans R? ?

2. Pour quelle(s) valeur(s) de ¢ € R, la famille ((1,0,t), (1,1,t), (¢,0,1)) est-elle une libre et géné-
ratrice de R3?

Solution.
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1. La famille ((1, 2,3), (5,6, 7)) est de cardinal 2, elle ne peut donc pas étre génératrice de R3, a
fortiori elle ne peut pas étre une base de R3. Par ailleurs, cette famille est libre dans R3.

2. Commencons par fixer t € R. Soient A1, As, A3 € R tels que
A(1,0,t) + Ao(1,1,¢) + A3(¢,0,1) = (0,0,0).

Il vient Ay = 0, A\; +tA3 = 0 et tA\; + A3 = 0. On en déduit \3(t? — 1) = 0. Si ¢t ¢ {—1,1},
on a donc A3 = 0 = Ay = Ay et dans ce cas, la famille considérée est libre. Sinon, on vérifie
directement que les deux familles correspondant aux valeurs ¢ = —1 et t = 1 sont liées.

Exercice 29 (% %) Soient n > 1 un entier, (u,v) une famille libre de R™, m € R. Etudier la dépen-
dance linéaire (i.e., le caractére libre ou li¢) de la famille (a,b) avec :

l.a=2u+3vetb=mu+wv;
2.a=2u+mvetb=mu+v;

3. a=mu+3m?vetb=(m—1)u+w.

Solution.

1. Soient A1, A € R tels que Aja + Aob = 0. Par définition de a et de b, on a
(2A1 + mA2)u+ (3A1 + A2)v = 0.

Puisque (u,v) est une famille libre de R™, il s’ensuit

20 +mA =0
3M + A2 =0.

On a alors A2(3m — 2) = 0 ce qui nous conduit & distinguer deux cas.

Cas 1 : m = . On a tout de suite 3b = a, donc (a,b) est une famille liée de R".

Cas 2 :m # % L’égalité \a(3m —2) = 0 nous donne Ay = 0 puis A\; = 0. Dong, la famille (a, b)
est une famille libre de R™.

2. Soient A1, Ao € R tels que Aja + A9b = 0. Par définition de a et de b, on a
(2A1 + mA2)u + (mA1 + A2)v = 0.

Puisque (u,v) est une famille libre de R", il vient

201 +mAy =0
mA1 + Ao = 0.

On a alors \1(2 —m?) = 0 ce qui nous conduit & distinguer deux cas.
Cas1:m € {—\/i, \@} Il existe ¢ € {—1,1} tel que m = £v/2. Puisque €2 = 1, on vérifie
immédiatement que

a=eV2b.

Donc, (a,b) est une famille liée de R"™.

Cas 2 : m ¢ {—V2,v2}. Montrons que (a,b) est une famille libre de R™. Puisque m ¢
{—\@, ﬂ}, I'égalité A\1(2 —m?) = 0 nous dit que A\; = 0. On en déduit Ay = 0. Ainsi, (a,b) est
une famille libre de R".

11



3. Fixons A1, A2 € R tels que A\ja + Aob = 0. Par définition de a et de b, on a
()\1m + )\2(m — 1))u + (3m2)\1 + )\Q)U =0.

Puisque (u,v) est une famille libre de R™, il vient

Am+X(m—1)=0
3m2A1 + Ay = 0.

3m2\ + 3 am(m —1) =0
3m2)\1 4+ Ay =0,

ce qui donne Ay(3m? — 3m — 1) = 0. On vérifie que

1 21 1 21
3m%ﬂm—1—am—2—<:xm—2+%3)

Ceci nous conduit & distinguer deux cas.

Casl:m¢ {(), % + % 21, % — é\/ﬁ} Puisque 3m? —3m —1 # 0, on a Ay = 0 puis 3m?\; =0
et donc (car m # 0) A; = 0. Ainsi, (a,b) est une famille libre de E.

Cas 2 :m € {0,%—1—% 21,%— %\/ﬁ} Si m = 0, alors évidemment on a a = 0, donc (a, b)
est une famille liée de R™. Supposons donc m # 0. On a 3m? —3m — 1 = 0. En revenant a la
définition de a et de b, on vérifie alors que

(m —1)a —mb = (3m? —3m — 1)v =0,

donc (a,b) est une famille lice de R™.

Exercice 30 (% %)
1. Vérifier que la famille ((1, 0,2),(4,—1, 0)) est libre. Trouver v € R3 tel que la famille

((1,0,2),(4,-1,0),v)

soit libre. Peut-on trouver w € R? tel que ((1, 0,2),(4,—-1,0),v, w) est libre ?

2. Faire de méme avec la famille a 1 ¢lément ((1,1,1)).

Solution.

1. Le fait que la famille ((1, 0,2),(4,-1, 0)) soit libre est immédiat. On peut la compléter en une
famille libre avec (par exemple!) le vecteur v = (0,1,1). On ne peut pas compléter la famille
((17 0,2),(4,-1,0), v) en une famille libre de R? car le cardinal maximal d’une famille libre de
R3 est 3.

2. La famille ((1,1,1)) est évidemment libre (une famille de cardinal 1 est libre si et seulement
si 'unique élément la constituant est non nul). On peut la compléter en une famille libre avec
v1 = (1,0,0) et v = (0,1,0). On ne peut pas compléter ((1, 1, 1),111,1}2) en une famille libre
car le cardinal maximal d’une famille libre de R? est 3.
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6 Base, dimension et rang

Exercice 31 (%) Soit A la partie de R* définie par
A= {(azjy,z,t) eR*: 2243y +2=0, 4x—y+t:0}.

1. Montrer que A est un sous-espace vectoriel de R.
2. Déterminer une base de A.

3. En déduire la dimension de A.

Solution.

1. Méthode 1 : On revient a la définition (voir, par exemple, Exercice 2).
Méthode 2 : Notons
B= {(:c,y,z,t) eR*: 2243y + 2 :0}

et
C’:{(a:,y,z,t) 6R4:4x—y+t:0}

et observons que
A=BnC.

On vérifie que B et C sont des sous-espaces vectoriels de R*. Or, I'intersection quelconque non
vide de sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de FE.
Donc, A (qui est une intersection de deux sous-espaces vectoriels de R*) est un sous-espace
vectoriel de R?,

Méthode 3 : Pour tout (z,y,2,t) € R* on a

(z,y,2,t) € A= {:::jj;;y
On en déduit pour tout (z,y, z,t) € R*

(x,y,2,t) € A& (v,y,2,t) = x(1,0,—-2,—4) + y(0,1, -3, 1).
Posons e; = (1,0,—-2,4) et ea = (0,1, —3,1). L’équivalence précédente nous dit que

vect(eq, e) = A,

en particulier A est un sous-espace vectoriel de R

2. Déterminons maintenant une base de A. Pour tout (z,y, z,t) € R%, on a

z=—2x — 3y

r,y,2,t) € A&
@y ) {t:—41:+y.

On en déduit pour tout (z,y, z,t) € R*,

(xz,y,2,t) € A& (x,y,2,t) = x(1,0,—-2,—4) + y(0,1,-3,1).

Posons e; = (1,0, —2,4) et e2 = (0,1, —3,1). L’équivalence précédente nous dit que (e, e2) est
une famille génératrice de A. Montrons que (e1, e2) est une famille libre de R*. Soient A1, A2 € R
tels que

Arer + Aoea = Opa.

On vérifie alors que
(A1, A2, =22 — 3A3, —4A1 + A2) = (0,0,0,0).

Tout de suite, on obtient A\; = Ay = 0. Donc, (e, e2) est une base de A.
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Exercice 32 (% %) Soient F' = {(x,y, 2ERY :x=y= z} et G = {(w,y,z) eR3:z = O}.
1. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de R3.
2. Donner une base de F' et une base de G.
3. Quelles sont les dimensions de F' et G 7

4. Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils en somme directe ? supplémentaires dans R3 ?

Solution.

. L’ensemble F' = {(2,y,2) € T -y = Nq(z,y,2) € Yy —z= est une intersection
I ble F R3 0 R3 0 i i

d’hyperplans vectoriels de R? et donc un sous-espace vectoriel de R?. L’ensemble
G={(z,y,2) eR*: 2 =0}

est un hyperplan vectoriel de R3 et donc un sous-espace vectoriel de R3.

2. On vérifie que
F=R(1,1,1) et wvect{(0,1,0),(0,0,1)}.

Les familles ((1,1,1)) et ((0,1,0),(0,0,1)) sont évidemment libres, elles sont donc respective-

ment des bases de F' et G.

3. D’aprés ce qui précede, F' est de dimension 1 et G est de dimension 2. Par ailleurs, on montre
facilement que F'N G = {0}, i.e., F et G sont en somme directe. L'égalité¢ F' & G = R3 découle

de l'inclusion évidente F + G C R? et de I'égalité dim(F + G) = dim F + dim G.

[
Exercice 33 (% %) Soient u=(1,1,1), v =(2,-2,—1) et w = (1,1, —1). On pose
E={(z,y,2) €R3:y+z:0} et F =vect{u,v}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R?. Déterminer une base de E.
2. La famille (u,v,w) est-elle libre ?
3. Atonwe F?lweE?
4. Déterminer une base de £ N F.
Solution.

1. Le fait que F soit un sous-espace vectoriel de R3 découle de 1'égalité

E = vect{(1,0,0),(0,1,-1)}.

Ceci et le fait que la famille 8 := ((1,0,0), (0,1, —1)) soit libre nous dit que (8 est une base du

sous-espace vectoriel F.

2. En revenant a la définition de famille libre, on montre facilement que (u,v,w) est libre.

3. Siw € F, alors le cours nous dit que (u, v, w) est liée : ceci contredit la question précédente. La

définition de F montre tout de suite que w € E.

4. On a (1,0,0) ¢ F et ceci montre que ENF # E. Ainsi, EN F' est de dimension 0 ou 1. I suffit
alors de voir que (7, —1,1) = 3(1,1,1) 4+ 2(2, —2, —1) pour conclure que ((7,—1,1)) est une base

de ENF.
n

Exercice 34 (%) Soit n > 2 un entier. Existe t-il deux hyperplans vectoriels de R™ notés Hy et Ho

tels que H1 C Hy et Hy # Ho?
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Solution. Pour deux hyperplans vectoriels H et H' de R™ nous savons que dim H = dim H' = 2. Une
inclusion de I'un dans l'autre entraine alors (voir la partie du cours relative a la dimension) 1’égalité
H=H. nm

Exercice 35 (% %) Déterminer le rang des familles suivantes :

L ((=1,3),(2,7));

2. ((=1,3),(2,-6));

3. ((0,0,0),(1,2,3));

4. ((1,2,3),(1,2,3),(1,2,3)) ;

5.((1,1,1,1),(0,1,2,1),(1,0,-2,3),(1,1,2,-2)).
Solution.

1. On vérifie que la famille est libre : elle est donc de rang 2.

La famille est évidemment liée puisque 2(—1,3) 4+ (2,—6) = (0,0). On a donc
vect {(—1,3),(2,—6)} = vect {(—1,3)},

en particulier la famille étudiée est de rang 1.

La famille est de rang 1 car
vect {(0,0,0),(1,2,3)} = vect {(1,2,3)}.
La famille est de rang 1 car
vect {(1,2,3),(1,2,3),(1,2,3)} = vect {(1,2,3),(1,2,3)} = vect {(1,2,3)}.

Notons u; = (1,1,1,1), ug = (0,1,2,1), ug = (1,0,—2,3) et ug = (1,1,2,—2). En observant
que

—2u; + ug + ug + uq = (0,0,0,0)
on obtient

rg(u1, uz, u3, ug) = rg(uz, uz, uq).
On vérifie par ailleurs que la famille (ug,us,uq) est libre et ceci permet de conclure que
rg(u2,u3,U4) =3.

Exercice 36 (%% %) L’objectif de cet exercice est d’établir la formule de Grassmann. Ici, n > 1
désigne un entier fixé et F, G sont deux sous-espaces vectoriels de K".

1.

2.

3.

4.

Montrer que
dim(F + G) < dim(F) + dim(G).
L’inégalité ci-dessus est-elle une égalité en général ?
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de K" en somme directe, i.e., FNG = {0}. Montrer

que si (f1,..., fp) est une famille libre de F' (ot p > 1 entier) et (g1,...,94) (o0t ¢ > 1 entier)
est une famille libre de G, alors (f1,..., fp,91,...,9q) est une famille libre de F'+ G.

Montrer que
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) lorsque F NG = {0}.

On suppose H := FFNG # {0}.

(a) Justifier que H admet une base.
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(b) On note = (h1,...,h,) une base de H pour un entier » > 1. Pourquoi a t-on r = dim(H) ?
(c) Montrer que 3 est a la fois une famille libre de F' et de G.

(d) Montrer que si /3 est une base de F' ou de G, alors on a
dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).

(e) On suppose désormais dans toute la suite que B n’est ni une base de F' ni une base de G.
Montrer qu’il existe des vecteurs fi,..., f, de F' et des vecteurs g1,...,g4 de G tels que
(hi,...,he, f1,..., fp) soit une base de F' et (hy,...,hy,g1,...,9q) soit une base de G.

(f) Montrer que la famille (hy,...,hy, f1,..., fp,91,...,9q) est une base de F' + G.

(g) En déduire la formule de Grassmann
dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).

Solution.

1. Si F = {0} ou G = {0}, I'inégalité voulue est immédiate. Supposons donc F' # {0} et G # {0}.
Notons 8 = (f1,..., fp) une base de F' (donc p = dimF' > 1) et v = (g1,...,9q) une base de
G (donc ¢ = dimG > 1). Nous allons montrer que la famille 6 := (f1,..., fp,91,...,9q) est
génératrice de F'+ G. Pour le voir, commencons par fixer x € F' 4+ G. On peut écrire x = f + ¢
pour un certain (f,g) € F x G. Le fait que /3 soit une base de F et v une base de G permet de
trouver des scalaires A1,...,Ap, (i1, ..., lig tels que

f=Mh+.. .+ N et g=mg +...+ Hegq

Il reste alors a noter que

x:f+g:)\1f1++)\pfp+,ug]_++,Lngq

pour conclure que la famille § est génératrice de F' + G.

Nécessairement, le cardinal (i.e., le nombre d’éléments) de § est supérieur ou égal a la dimension
de F' 4+ G, i.e.,
dim(F +G) <p+q=dimF + dimG.

Cette inégalité n’est pas une égalité en général. En effet, avec K = R, n = 2, F = G =
vect {(1,0)}, on a
dim(F+G)=1<dimF +dimG = 2.

2. On suppose ici que FNG = {Ogn }. Soient (f1,..., fp) une famille libre de F et (g1, ..., gq) une
famille libre de G avec p,q > 1 entiers. Nous allons montrer que (fi,..., fp, g1, ..,9q) €st une
famille libre. Soient Aq,..., Ap, p1,..., g € K tels que

M+ N+ g+ .+ g9 = Okn. (3)
Montrons que A\; = ... = A, = p1 = ... = g = 0. On a tout de suite
>\1f1+---+)\pfp:_(Mlgl+---+ﬂng)EFﬂG:{OK"}a

ie, M fi+...+ X fp = Ogn. En combinant cette derniére égalité au caractére libre de la famille
(fi,--., fp), on obtient
)\1:~-':Ap:0.

En revenant a (3), on a alors
p1g1 + ... + pggq = Orn.

Il reste & exploiter le fait que (g1, ..., gq) est une famille libre de G pour obtenir

p1=...= g =0.

On conclut que (f1,..., fp, 91, .,9q) est une famille libre.
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3. On peut supposer F' # {0} et G # {0} (sinon, I’égalité voulue est évidente). Soient § =
(fi,..., fp) une base de F' (donc p = dimF > 1) et v = (g1,...,9q) une base de G (donc
g = dimG > 1). On a vu a la question 3. (resp. 4.) que 0 = (f1,..., fp,91,...,9q) est une
famille génératrice (resp. libre) de F' + G. Ainsi, ¢ est une base de F' + G ce qui entraine en
particulier

dim(F + G) = p+ ¢ = dim F + dim G.

4. On suppose H := F NG # {Ogn }.

(a)
(b)

Evidemment, H est un sous-espace vectoriel de K. Le fait qu’il ne soit pas réduit a {Ogn»}
nous assure qu’il admet une base.

Soit 8 = (hq,...,h,) une base de H (il en existe d’aprés la question précédente). Il convient
de rappeler ici que toutes les bases de H ont méme cardinal (i.e., méme nombre d’éléments)
et que ce cardinal commun est par définition la dimension de H. On a donc immédiatement

r =dim H.
La famille 8 est avant tout une famille de F' NG C F. Ceci et le fait que S soit libre nous
dit que [ est une famille libre de F. De méme, 3 est une famille libre de G.
Supposons que [ soit une base de F'. On a tout de suite FNG C F et dim (FNG) = dim F,
d’ou I’égalité

F=FnNnGaG.

De ceci, on déduit I'inclusion F' C G puis
GCF+GCcG+G=0G.

On conclut alors que
G=F+G.

Il découle de tout ce qui précede
dim (F + G) =dim F + dim G — dim (F' N G).

Si 8 est une base de GG, un raisonnement analogue & ce qui précéde donne encore 1’égalité
ci-dessus.

On suppose dans toute la suite que 8 n’est ni une base de F' ni une base de GG. Nous pouvons
maintenant appliquer le théoréme de la base incomplete pour obtenir des vecteurs f1,..., fp
de F et des vecteurs gi,...,gq de G tels que (hy,...,hy, f1,..., fp) soit une base de F' et
(hi,..., hey g1, ..., 9q) soit une base de G.

On note 6 = (h1,...,hp, f1,---, fp, 91, .-, 9q). Nous allons montrer que la famille § est une
base de F' + G.

La famille § est génératrice de F + G : Soit z € F + (. Par définition, il existe
f € FetgeGtels que x = f+ g. Le fait que la famille (hq,..., Ay, fi,..., fp) (resp.
(hi,...,hr,g1,...,9q)) soit une base de F' (resp. de () entraine l'existence de scalaires
Asooos Ap €t pia, ..o, pp (resp. Ap, ..., AL et v, ..., 1) tels que

f=MMhi+. ...+ XNhe+pafi+ .o+ ppfp
(resp.
g=MNhi+ ...+ XNh+1v1g1 + ...+ 19).

Il vient alors
T

D q
r=f+g= Z()\k + X hi —i—z,ukfk +ka9k-

k=1 k=1 k=1
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La famille § est libre : Soient o, ..., ., B1,...,Bp, 71557 € K tels que
arthi + ...+ ahe +B1fi+ ... 4+ Bpfp+71091 + ... + 7999 = Okn. (4)
En remarquant que
athy + ...+ ophe + Bifi + ...+ Bpfp = —(v191 + - -+ 7494)

nous voyons que

UZ:Oélhl—I—...—i-()zrhr—i-ﬁlfl+...+,8pfp€FﬂG:H. (5)
Puisque (hy,...,h,) est une base de H, il existe o}, ..., ol € K tels que
v=alhi+ ...+ alh. (6)

Les égalités (5) et (6) donnent deux décompositions de v sur la base (hi,...,hy, f1,..., fp)
de F'. Il s’ensuit que

fr=...=pp,=0.
En revenant a (4), on a alors
athy + ...+ aphy + 7191 + ... 4+ 7994 = Ok».
Il reste & invoquer le caractére libre de la famille (hq,...,hy,91,...,9q) (qui vient du fait
que c’est une base de GG) pour aboutir &
o =...=a,=71=...=7,=0.

(g) En examinant le cardinal des diverses bases impliquées dans la question précédente, on
obtient
dm(F+G)=r+p+q et dim(FNG)=r
ainsi que
dmF=p et dimG =q.

La formule de Grassmann en découle.

]

Exercice 37 (k% %) Soient n > 1 un entier, F' un sous-espace vectoriel de K", (ei,...,eq) une
famille génératrice de F' (en particulier, ¢ > dim F') et (v1,...,v,) une famille libre de vecteurs de
F (en particulier p < dim F'). Montrer (en s’inspirant de la démonstration du théoréme de la base
incompléte) qu’il existe vpi1,...,v. € {e1,..., €4} tels que la famille (vq,. .., vp, Vpt1,...,v,) soit une
base de F'.

Solution. Notons F l’ensemble des familles libres incluses dans F. Pour chaque entier k£ > 1, on
définit Sj, comme I'ensemble des sur-familles de (vy,...,vp) de la forme (vi,...,vp, Vps1,..., Vptk)
avec Upy1, ..., Uptk € {€1,...,€q}. Posons

Q:={keN:S5nNF#0D}.
Supposons un moment que A := {e,...,eq} C vect{vy,...,vp} =: V. Il s’ensuit
F=vectACV CF,

en particulier (vy,...,v,) est une famille génératrice de F, une contradiction. On a donc A ¢ V et
ceci nous donne 'existence de £ € A avec £ ¢ vect {vy,...,vp}. Le résultat relatif a I'enrichissement
des familles libres nous dit alors que (vy,...,vp,§) est une famille libre incluse dans F'. Ainsi, {2 est
une partie non vide de N* (car 1 € 2) et majorée (par dim F'). Notons K son plus grand élément. Il
existe alors vpy1,...,0prk € {€1,...,€q} tels que 1= (v1,...,Vp, UVpt1,...,VptK) soit libre. Si cette
derniére famille § n’est pas génératrice, alors par le méme argument que ci-dessus on aurait K +1 € 2
et ceci contredirait le fait que K soit le plus grand élément de (2. m
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7 Applications linéaires

Exercice 38 (%) La fonction cos : R — R est-elle linéaire ? Méme question avec la fonction carrée
de R dans R.

Solution. On a cos(27) # 2 cos(w) ce qui montre que la fonction cos n’est pas linéaire. On a (2.2)2 #
2.(2)? ce qui permet de conclure que la fonction carrée n’est pas linéaire. m

Exercice 39 (%) Montrer que h : R® — R? définie par
h(z,y,2) = (x4 2y — z,x +2) pour tout (z,y,z) € R3
est linéaire.
Solution. Soient A\, 1 € R et (x1,1, 21), (z2, Y2, 22) € R3. On a
h()\(iﬁhyl, z1) + (2, Y2, 22)) = h(Ar1 + pw2, Ay1 + py2, A21 + pzz).
Notons X := Axy + pxe, Y := Ay1 + uye et Z := Az1 + puzo. Par définition de h, on a
MX,)Y,Z)=(X+2Y - Z, X+ 2).

On a sans difficultés
X+2Y —Z = Xx1+42y1 — 21) + p(we + 2y2 — 29)

et
X+Z=MNzx1+ z1) + p(xy + 22).

On a alors
WMX,Y,Z) = Mz +2y1 — z1) + p(z2 + 2y2 — 22), N(x1 + 21) + p(z2 + 22)]
et ceci s’écrit encore
MX,Y,Z) = a1+ 2y1 — 21,21 + 21) + (@2 + 2y2 — 22, 02 + 22) = M(21, Y1, 21) + ph(22, Y2, 22).
On conclut que h est linéaire. m

Exercice 40 (% %) Déterminer toutes les fonctions f : R — R linéaires.

Solution. Toute fonction f : R — R pour laquelle il existe a € R tel que f(x) = ax pour tout € R
est évidemment linéaire.

Considérons a présent une fonction f : R — R linéaire. Par définition, on a pour tout A, 4 € R et
pour tout z,y € R

FQz + py) = Af(2) + pf(y)-

En posant a := f(1), il vient alors
f(A) = Aa pour tout A € R.
On conclut que I’ensemble des fonctions linéaires de R dans R est donné par
{f € F(R,R) : Ja € R,Vx € R, f(x) = ax}.
|
Exercice 41 (% %) On considére I'application f : R — R? définie par

f(z) = (3z,5x,7z) pour toutz € R
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1. L’application f est-elle linéaire ?
2. Montrer de deux fagons différentes que ker(f) = {0}.
3. Déterminer le rang de f de deux maniéres différentes.
4. Etudier I'injectivité et la surjectivité de f.

Solution.

1. Soient A\, € R, x,y € R. On a tout de suite

fOx +py) = 30\ + py), 5(Ax + py), 7(A\x + py)).
Il reste & voir que
(3(Az + py), 5(Ax + py), T(Az + py)) = 3z + 3uy, SAx + Suy, TAz + Tuy).
= A3z + 5z, 7x) + n(3y, by, Ty)
= A (@) + pf(y)

pour conclure que f est linéaire.

2. D’aprés le théoréme du rang, on doit avoir dim ker(f) + rg(f) = 1. Puisque f n’est pas nulle,
on a nécessairement rg(f) > 0. Ainsi, dim ker(f) = 0, i.e., ker(f) = {0}. Une autre manicre
d’obtenir cette derniére égalité est d’écrire pour tout = € R,

f(z) =0< (3z,5z,7x) = (0,0,0) < x = 0.

3. Le théoréme du rang et la question précédente donne tout de suite rg(f) = 1. Une autre fagon
d’obtenir cette égalité consiste a écrire pour tout = € R

flx) =x(3,7,5)
de sorte que im(f) = R(3,7,5) qui est donc de dimension 1.
4. Le fait que le noyau de f soit réduit & zéro nous dit que f est injective. Puisque rg(f) # 3,
I’application linéaire f n’est pas surjective.
]
Exercice 42 (% %) On considére I'application g : R? — R définie par
g(xz,y) =z +y pour tout (z,y) € R?.

1. Montrer que 'application g est linéaire.

2. Sans déterminer de base (du noyau et de I'image de g), déterminer la dimension du noyau de g
et son rang.

3. Retrouver le résultat de la question précédente en déterminant une base du noyau de g et son
image.

4. Etudier I'injectivité et la surjectivité de g.

Solution.

1. Soient A\, € R et (w1,%1), (z2,y2) € R2. Commencons par noter que
g (@1,y1) + (@2, y2)) = g(Az1 + pag, Ay1 + py2).
Par définition de g, on a
g(Ax1 + pxe, Ay + py2) = (A\x1 + pxa) + (Ayr + py2).
Il reste alors & voir que
(Az1+ pw2) + (Ayr + py2) = A1 +y1) + p(@2 + y2) = Ag(@1, 1) + ng(z2, y2)

pour conclure que g est linéaire.
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2. L’application g est non nulle donc son rang rg(g) > 0. Par ailleurs, im(g) C R, donc rg(g) < 1.
On en déduit que rg(g) = 1. Une application du théoréme du rang donne alors dim ker(g) =
2—-1=1.

3. La question précédente montre que im(g) = R (donc une base de im(g) est la famille a un
élément (1)). De plus, en écrivant pour tout (z,y) € R?

gz, y) =0 zx+y=0% (z,y) = (z,—2) < (z,y) = z(1,-1)

nous voyons que ker(g) a pour base ((1,—1)).

4. L’application g n’est pas injective car son noyau n’est pas réduit a zéro. Elle est en revanche
surjective puisque im(g) = R.

[
Exercice 43 (% %) On considére I'application f : R? — R3 définie par
f@,y) = (x+y,x —y,z+y) pour tout (z,y) € R%.

1. L’application f est-elle linéaire 7
2. Déterminer le noyau de f et son image. Est-ce en accord avec le théoréme du rang?

3. Etudier I'injectivité et la surjectivité de f.

Solution.

1. Soient A\, u € R, (z1,v1), (x2,72) € R%. On a évidemment
F (@1, 91) + plx2, y2)) = f(Az1 + paa, Ayy + py2).

Par définition de f, on a
FOAT1+ pa, Ayr + py) = (Az1+ pa2 + Ay1 + py2, Ax1+ pas — Ay1 — py2, Ax1+ pas + Ayr + py2).
Ceci s’écrit encore

FAz1 4 pae, Ayt + py2) = M@ + y1, z1 — Y1, 21 + y1) + p(ze + y2, 22 — y2, T2 + Y2).
On peut alors conclure que

FO(@1,91) + plxe, y2)) = M2+ y1, 21 — y1, 21 + y1) + p(@2 + y2, 22 — Y2, 22 + y2).

2. Soit (z,y) € ker(f). Par définition de f,onax+y=0et x —y =0, i.e., x =y = 0. Il vient
alors ker(f) = {(0,0)}. D’autre part, on a

m(f) = {(z+y,x —y,x+y): (v,y) eR*} = {z(1,1,1) +y(1,-1,1) : (z,y) € R*}.
Ceci montre que
lm(f) = vect {(17 17 1)7 (17 _]-7 1)} .

C’est bien en accord avec le théoréme du rang (qui nous dit que la dimension de 'image plus
celle du noyau doit valoir celle de R?® qui vaut 3).

3. Puisque ker(f) = {(0,0)}, nous savons que f est injective. Par ailleurs, f n’est pas surjective
car im(f) # R3.
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Exercice 44 (% %) Soient m,n,p > 1 trois entiers, f : K™ — K" et g : K" — KP deux applications
linéaires. Montrer que

f(ker(go f)) =ker(g) Nim(f) et g~ '(im(go f)) = ker(g) +im(f).

Solution. Notons K :=ker(go f) et I :=im(go f).

Montrons la premiére égalité. On procéde par double inclusion en commengant par établir que
f(K) C ker(g) Nim(f). Soit y € f(K). Il existe alors z € K tel que y = f(x) et ceci entraine bien stir
que y € im(f). Par ailleurs, la définition de K donne 0 = (go f)(x) = g(f(x)) = g(y) et ceci nous dit
que y € ker(g). Ceci confirme l'inclusion voulue & savoir f(K) C ker(g) Nim(f).

Montrons l'inclusion renversée, i.e., ker(g) Nim(f) C f(K). Soit y € ker(g) Nim(f). On peut écrire
y = f(x) pour un certain x € K™. Le fait que y soit un élément du noyau de g nous dit alors que
0 =g(y) = g(f(z)) = (go f)x), ie,, x € K. Il Sensuit que y € f(K) et ceci traduit l'inclusion
souhaitée ker(g) Nim(f) C f(K). La premiére égalité est ainsi établie.

Montrons la seconde égalité. On procéde par double inclusion en commencant par établir que
g 1 (I) C ker(g) +im(f). Soit € g~!(I). On a tout de suite g(x) € I. Par définition de I, il existe
2’ € K™ tel que g(z) = (g o f)(2'). Par linéarité de g, on peut écrire g(z — f(z')) = 0. Il s’ensuit que
x — f(a') € ker(g) et ceci nous dit que = € im(f) + ker(g).

Montrons l'inclusion renversée, i.e., ker(g) + im(f) C g~ 1(I). Soit z € ker(g) + im(f). Il existe
u € ker(g) et v € im(f) tels que x = u + v. Par définition de l'image de f, on peut écrire v = f(w)
pour un certain w € K™. On a alors 0 = g(u) = g(z —v) = g(z — f(w)) et la linéarité de g entraine
g(x) = (g o f)(w). On aboutit alors & z € g~!(I). La seconde égalité est ainsi démontrée. m

Exercice 45 (% %) Existe t-il une application linéaire f : R* — R? de noyau
H = {(z,y,21) e R* cr=y=z=1t}7?

Solution. La partie H de R* est évidemment un sous-espace vectoriel de R* de dimension 1. L’existence
d’une telle application linéaire f donnerait via le théoréme du rang rg(f) = 4—1 = 3 ce qui est absurde
compte-tenu du fait que im(f) C R%. =m

Exercice 46 (% %) Soient m,n > 1 deux entiers, f, g : K™ — K" deux application linéaires. Montrer
que
rg(f) —r8(9)| < rg(f +9) <1g(f) +18(9) et rg(go f) < min (rg(g), rg(f)).

Solution. Considérons deux applications linéaires hi, ho : K™ — K”. On a tout de suite
im(hy + h2) C im(hy) + im(hg).
On déduit de cette inclusion et de la formule de Grassmann,

rg(hy + ha) < dim(im

= dim (im

(h1) +im(h2))

(h1)) + dim(im(hg)) — dim (im(hy) Nim(hg))

< dim(im(hq)) + dim(im(hs))

= 1g(h1) +rg(ha). (7)

En appliquant ceci avec hy = f et hy = g, on obtient

rg(f +g) < rg(f) +1g(9).

En observant que f 4 g et —g sont des applications linéaires de K™ dans K", on peut appliquer (7)
avec hy = f + g et hg = —g, il vient

rg(f) =re(f +9—g) <rg(f+g) +rg(—9g).

22



11 reste a voir que rg(g) = rg(—g) pour aboutir a

rg(f) —rg(g) <rg(f +9).

De maniére analogue, on montre que

rg(g) —rg(f) < 1g(f + 9).

On conclut alors que
rg(f) —rg(g)l <xg(f +9).

Exercice 47 (% %) Soient n > 1 un entier, f,g : K" — K" deux applications linéaires. On suppose
que fog=0et f+ g est bijective. Montrer que

rg(f) +rg(g) = n.

Solution. On commence par rappeler que

rg(f +g) <rg(f) +1g(9). (8)

Puisque 'application linéaire f 4 g est bijective, on a

rg(f +g) =n.

D’autre part, ’égalité fog = 0 donne sans difficultés im(g) C ker(f), en particulier rg(g) < dimker(f).
En combinant ceci et le théoréme du rang, il vient

rg(g) <n —1g(f).

En revenant a (8), nous voyons que

n=rg(f+g) <rg(f) +rg(g) <rg(f) +n—rg(f) =n.

L’égalité souhaitée est établie. m

Exercice 48 (%% %) Soient n > 1 un entier, f : K" — K" une application linéaire. Montrer que les
assertions suivantes sont équivalentes.

(a) K" = ker(f) & im(f).
(b) im(f) = im(f?).
(c) ker(f) = ker(f?).

Solution. (a) = (b), On suppose que K" = ker(f) @ im(f). On a toujours im(f?) C im(f). Soit
y € im(f). Par définition, il existe z € K" tel que y = f(x). Par hypotheése, il existe z; € ker(f) et
x2 € im(f) tels que © = x1 + x2. Il s’ensuit que y = f(x1 +x2) = f(x2). Ceci et le fait que z2 € im(f)
permet d’écrire 3 = f(z) pour un certain z € K” donnent y = f2(z) € im(f?). (b) = (c), Supposons
im(f) = im(f?). En appliquant le théoréme du rang & f et a f2, on obtient sans difficultés

dim ker(f) = dimker(f?).

En combinant ceci et I'inclusion évidente ker(f) C ker(f?), on aboutir & ker(f) = ker(f?).
(¢) = (a), Supposons ker(f) = ker(f?). Montrons tout d’abord que ker(f) et im(f) sont en somme
directe. Fixons y € ker(f) Nim(f). Il existe x € K" tel que y = f(z). Il vient alors 0 = f(y) = f2(z),
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i.e., z € ker(f?). Notre hypothése nous dit alors que x € ker(f) et ceci montre que y = 0. En combinant
ceci, la formule de Grassmann et le théoréme du rang, on obtient

dim(ker(f) @ im(f)) = dimker(f) + dimim(f) = n.
Il reste a voir que ker(f) @ im(f) C K" pour conclure que
K" = ker(f) @ im(f).

Exercice 49 (%% %) Soient m,n,p > 1 trois entiers, f : K™ — K" et g : K” — KP deux applications
linéaires.
(a) Montrer que ker(gjim(s)) = ker(g) Nim(f).
(b) En déduire que
rg(g o f) = rg(f) — dim (ker(g) Nim(f)).
(¢) Conclure que
rg(go f) = rg(f) +ralg) —

Solution. (a) L’égalité désirée découle tout de suite de la définition de gjjy(s).-
(b) 11 suffit d’appliquer le théoréme du rang & 'application linéaire gjip(s) : im(f) — K? pour obtenir

dim(im(f)) = dim(ker gjim(y)) + 18(gjim(s))-

Puisque par définition dim(im(f)) = rg(f), il reste a établir que rg(go f) = rg(gjim(s)). En remarquant
que pour tout x € K™

go f(x) =g(f(x)) = glim(s) (f(2)),
on obtient aisément (g o f)(K™) = gjjm(s) (im(f)). On conclut que

)
dim ( Km)) = dim (g\lm )(lm(f)))
ce qui s’écrit encore
rg(g o f) = 18(gjim(s))-

(c) L’inégalité voulue découle de la question précédente et de
dim (ker(g) Nim(f)) < dim(ker(g)) = n —rg(g).

Exercice 50 (%% %) Soient n > 1 un entier, f : K" — K" une application linéaire. On suppose
que pour tout z € K" la famille (x, f (ac)) est liée. Le but de cet exercice est d’établir que f est une
homothétie vectorielle, i.e., il existe A € K tel que pour tout x € K", f(x) = Az.

1. Etablir que pour chaque z € K™\ {0}, il existe A\, € K tel que f(z) = A\, x.

2. Soient z,y € K™\ {0}. Montrer que A\, = \,. On pourra commencer par étudier le cas ou la
famille (z,y) est liée.

3. Conclure.

Solution.
1. Soit z € K™\ {0}. Il existe a, f € K\ {(0,0)} (qui dépendent bien stir du vecteur z) tel que
ax + ff(x) =
Si B = 0, alors ax = 0 puis a = 0 ce qui est contradictoire. Il s’ensuit 3 # 0 puis f(z) = —af 2.
Il reste & poser A, := —aB~ ! pour conclure.
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2. Supposons tout d’abord que la famille (z,y) soit lice. Il existe a, 8 € K\ {(0,0)} tel que
ax + By = 0. Supposons dans un premier temps que « # 0. Il existe alors z = dy et ceci permet
d’écrire

Ao = f(x) = f(0y) =6f(y) = OAyy = Ay
Il vient alors (A, — Ay)z = 0 puis (en gardant a l'esprit que x # 0) A\, = A,. Si a = 0, alors
nécessairement 3 # 0 et un raisonnement analogue donnerait encore A, = A,.

Supposons maintenant que (z,y) soit libre. Il suffit d’écrire

Aaty(@+y) = fle+y) =f@)+ f(y) =z + Ny
pour en arriver a
(Azty = Az)z + (Aaty — Ay)y = 0.

Le caractére libre de la famille (z,y) donne alors Ay4y — Ay = Ay — Ay = 0, en particulier
Az = Ay.

3. D’apreés la Question 2., il existe ¢ € K tel que pour tout x € K™\ {0}, ¢ = ;. Il reste a revenir
a la Question 1., pour aboutir a ’égalité f(z) = czx valide pour chaque z € K".
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