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Objectifs du chapitre

® Anneaux : définitions, exemples et premiéeres propriétés.

® Eléments remarquables d’'un anneau.

® Sous-anneaux et idéaux.

© Morphismes et caractéristique.

® Anneau quotient et théoréme d’isomorphisme/de correspondance.
® Diverses classes d’anneaux et d’idéaux.

® Arithmétique dans les anneaux commutatifs.



Notion d’anneau

Nous commencons bien sdr par la définition d’un anneau.

Un anneau est la donnée d’'un ensemble A et de deux lois de composition interne,
notées + et x (appelées respectivement addition et multiplication) telles que :

(i) (A;+) estun groupe commutatif;

(i) Pour tout a, b, c € A,
(axb)xc=ax(bxc).

(iii) Il existe un élément 14 € A tel que
axla=1axa=a.
(iv) Pourtout a,b,c € A,

ax(b+c)=axb+axc et (b+c)xa=bxa+cxa.



Non-vacuité et anneau nul

Soit (A;+, x) un anneau. Notons que I'ensemble A est nécessairement non vide :
(A;+) étant un groupe, on a {04} C A.

Lorsque linclusion ci-dessus est une égalité, on dit que A est réduit a zéro ou
encore que A est ’lanneau nul.

Si A est 'anneau nul, on a évidemment 04 = 1 4. Réciproquement, supposons que
14 =04. On alors pour chaque x € A,

X=XX14=xxX04=xX0a4+04)=xX(1a+14)=xXTa+xX1a=Xx+X,

i.e., x = 04. Ceci montre alors que A= {04}, c’est-a-dire que A est réduit zéro.



A propos de la multiplication

® Existence de I'unité pour la multiplication. Certains auteurs ne supposent pas
I'existence d’'un élément 14 donné par la propriété (iii) : les anneaux vérifiant cette
propriété sont alors qualifiés d’unitaires. Nous n’utiliserons pas cette terminologie.

© Commutativité de la multiplication. Soit (A;+, X) un anneau. Lorsque
ax b=bx apourtout a,b € A, on dit que la loi multiplicative x est commutative ou
encore que I'anneau (A;+, xX) est commutatif.



Quelques exemples

® Les ensembles Z,Q, R et C munis des opérations usuelles sont des anneaux
commutatifs.

® Soit n > 2 un entier. Lensemble M, (A) des matrices a coefficients dans un
anneau commutatif A est un anneau non commutatif.

® Soit G un groupe commutatif. Alors, 'ensemble des endomorphismes End(G)
de G muni de I'addition et de la composition est un anneau (non commutatif en
général).

® Pour n > 2, le groupe commutatif Z/nZ muni de la multiplication définie par
k-I:=k-I pourtoutk,/cZ

est un anneau commutatif.

® Lensemble Z[i] := {a+ib: a,b € Z} est un anneau commutatif.



Notations additives et multiplicatives

Soient (A;+, X) un anneau, a,b € Aet n > 1 un entier.

® En général, on omet le x dans la multiplication : on écrit ab plutét que a x b.

® La loi multiplicative x est parfois notée a I'aide d’un simple point : a- b
désignant alors le produit ab.

® Comme d’'usage en théorie des groupes, —a désigne l'inverse de a dans (A;+).

® On note
na=a+...+a et a’=ax...xa
N—_—— ——
n—fois n—fois

Il est clair que n(—a) = —(na). On note traditionnellement —na cet élément de A.

® On convient que &° = 14.



Regles de calculs sur un anneau

Les regles de calculs (naturelles !) ci-dessous doivent tout de méme étre établies.

Soit (A;+, X) un anneau. Ont lieu :

(a) Pourtoutae A,0p=ax04=04 X a.

(b) Pourtouta,bec A, ax(—b)=—(axb)=(—a)xb.

(c) Pourtouta,be A axb=(—a)x (—b).

(d) Pourtout a,b,c,d € A, (a+b) X (c+d)=(axc)+(axd)+(bxc)+(bxd).
(e) Pourtout n € Z, pour tout a,b € A, (na) x b=n(ax b) = ax (nb).

(f) Pourtout m,n €N, pour tout a € A, 8" x @™ = a™" et (a™)" = a™.



La démonstration

(a) Soitae A.Ona
ax0p=ax(0a+04)=ax0sq+ax0pg,

douax04=04s De méme, 04 X a=0a.
(b) Soient a,b € A. On a

axb+ax(—b)=ax(b+(—b))=ax04=04,

d'ou ax (—b)=—(ax b). De méme,ona(—a) x b=—(axb).

(c) Conséquence directe de (b).

(d) Découle de (iv) dans la définition des anneaux.

(e) On montre d’abord par une récurrence immédiate les égalités souhaitées pour
tous les entiers naturels. Lextension a Z s’obtient via (b).

(f) Découle de la propriété d’associativité de la multiplication sur A.



Binome de Newton

Le lecteur a déja rencontré le bindme de Newton dans IR ou C ainsi que dans le
calcul matriciel. C’est en fait un résultat général propre a la théorie des anneaux.

Soient a, b deux éléments d’'un anneau (A;+, x) et n > 1 un entier. Si aet b
commutent (i.e., ab = ba), alors on a

n
(a+b)"= Y Ccrab" k.
k=0
et

n—1
a"—b"=(a—b) Y dbHT
k=0



La démonstration

Procédons par récurrence pour la premiere égalité. La propriété souhaitée a lieu pour
I'exposant 0 puisque (a+b)° =14 et &% = b% = 14. Fixons / € IN et supposons que
/
(a+b)' =) cfdb k.
k=0
Le fait que a et b commutent donne

/ /
(@+b)*! = (a+b)(a+b) = Y Cfd b+ Y cfabi R

k=0 k=0
On a alors
I+1 I
(a+b)’+1 _ Z Clk—1 Fptk Z Cfakbln—k?
k=1 k=0
d’ou I'on tire

/
(a+b)’+1 _ Z (C/k71 + C,k)akb’”’k +al+1 +b/+1 )
k=1

En combinant ceci et I'égalité C~' + Cf = Cf, valide pour tout k € {1,.../}, on
aboutit sans difficultés a

! 1+1
(a+ b)/+1 _ Z CI;.(H akb/7k+1 + a/+1 + b/+1 _ Z C[’:_«] akb/+17k.
k=1 k=0

La récurrence est terminée. 10



La démonstration - suite et fin

Pour la deuxieme égalité, il suffit d’écrire (en gardant a I'esprit que ab = ba)

n—1 n—1 n—1 n n—1
Kk pn—k—1 _ k+1pn—k—1 Kk pn—k _ kpn—k k n—k
(a—b) ) &b =) b Y dbvh=Y db Y dab
k=0 k=0 k=0 k=1 k=0
puis

n—1
(a—b) Z akbn—k—1 — g aobn—o —a"—p".
k=0



Lanneau A[X]

Nous développons ici 'une des classes d’anneaux les plus importants : les anneaux
de polynémes a une indéterminée.

Soit (A;+, X) un anneau commutatif. On appelle polynéme a une indéterminée a
coefficients dans A une suite d’éléments (an) e de A a support fini (i.e., nulle a
partir d’'un certain rang). Cet ensemble est not¢ A™).

Lensemble AN est muni d’'une structure d’anneau commutatif a travers les lois & et
® définies pour tout (an) e, (bn)neny € AN

(@n)neN D (bn)neN = (an+bn)neN

et
(@n)neN @ (bn)neN = Z akbn—k)neN
k=0
Il est commode de noter P sous la forme (ag, a1, . ..,am,0,0,...). Lélément neutre de

@ est évidemment (04,04, ...) et 'élément neutre de ® est donné par (14,04,04,...).



Lélément X := (04,14,04,04,...) € AN joue un réle fondamental. On pose
X0 :=(14,04,...). Par ailleurs, on montre par une récurrence immédiate que pour
chaque entier k > 1,

k—fois

En définissant sur A[X] une loi externe . via I'égalité

A(@n)neN = (A X @n)neN

pour tout (an)peN € AMN) g pour tout A € A, nous voyons que pour tout entier
m € IN, pour tout ag, ..., am € A,

m
(a0,a1,---,am,04,04,...) = Y anX".
n=0

Remarque. Traditionnellement, on abandonne I'écriture séquentielle (le terme de
gauche) du polyndme au profit de I'écriture faisant intervenir les puissances
successives de 'indéterminée X (le terme de droite). Lensemble A est alors noté
AlX].



On aura par la suite besoin du concept de degré d’'un polynéme.

Soit A un anneau commutatif. Si P € A[X] est non nul, on appelle degré de P I'entier

deg(P) :=max{k € N : ax # 0}.

Traditionnellement, on convient que le degré du polynéme nul est —oo.

Pour tout P, Q € A[X], on montre facilement que
deg(PQ) < deg(P) +deg(Q).

Attention, toutefois que dans un anneau commutatif quelconque (contrairement aux
polynémes sur un corps commutatif) I'inégalité ci-dessus n’est pas en général une
égalité.
Pour P € A[X] non nul, il existe donc ay, ..., aq avec d := deg(P) tels que
d
P=Y axk
k=0

L'élément non nul ay € A est appelé coefficient dominant de P.



Le cas d’un polynome constant

Soit A un anneau commutatif.
Lensemble Ag des polyndmes de degré 0 s'identifie & A* via I'application injective
@ 1 A* — Ap définie par

0
@(a)=) aX"=(a,04,04,...) pourtoutac A*.
k=0

De méme, 'ensemble des polyndémes constants (i.e., Ag U {0}) s'identifie & A.



Anneau des polynémes a plusieurs indéterminées

Soit A un anneau commutatif. On a détaillé ci-dessus la construction de I'anneau des
polynémes a une indéterminée Xj a coefficients dans I'anneau A, noté A[Xj].
Puisque A[Xj] est un anneau commutatif, on peut reproduire la méme construction et
ainsi obtenir 'anneau A[X1, X2] := (A[X1])[X2] des polyndmes a une indéterminée X> a
coefficients dans I'anneau A[X1].

Un élément générique P de I'anneau A[ X7, X5] s’écrit sous la forme
m

P=Y PiXoX pourme N etPy, ..., Pk € ALXi].
k=0

En exploitant le fait que pour chaque chaque entier k € {0,...,m}, il existe un rx, € N
etagk,...,ar k tels que Pk = ):7:0 a/‘kX{, on aboutit & I'écriture

On réitére ce procédé pour construire pour tout entier n > 2 'anneau
AlXi,..., Xn—11[Xn] = Al X1, ..., Xn]-



Les algébres sur un corps

Sur K[X] ou sur My(K) (K corps commutatif) cohabitent trois lois usuelles : I'addition
et la multiplication interne (conférant la structure d’anneau) mais aussi la
multiplication externe (qui avec I'addition confére la structure de K-espace vectoriel).
Ceci conduit a introduire la définition suivante :

Définition

Soient K un corps commutatif et £ un ensemble. On dit que E est une K-algéebre
lorsqu’il existe deux lois internes + et x sur E et une loi externe - : K X E — E
satisfaisant :

(/) (E;+,-) est un K-espace vectoriel;

(if) (E;+, x) est un anneau;

(#if) Pour tout A € K, pour tout a,b € E,

A-(axb)=(A.a) x b=ax (A.b).
On peut étendre la notion d’algebre au cas d’anneaux a condition d’étendre au

préalable la notion de K-espace vectoriels aux anneaux. Un espace vectoriel sur un
anneau est connu sous le nom de module.



Produit d’anneaux

On cherche ici a munir le produit cartésien d’anneaux d’une structure d’anneau.

Soit (Aj)ie; une famille non vide d’'ensembles. On note [];c; A; 'ensemble des
applications f : | = |J;¢, A vérifiant f(i) € A; pour chaque i € /. On I'appelle le produit
cartésien de la famille (Aj)jc;. Un élément f € [];c, A; est traditionnellement noté
sous la forme (x;)jc; avec x; := f(i) pour chaque i € /.

Supposons que chaque A; soit un anneau muni d’'une loi additive +; et multiplicative
X (ces lois dépendent a priori de i). On vérifie sans difficultés que [, A; est
naturellement muni d’'une structure d’anneau pour les lois + et - définies pour chaque
(Xier, (Vi)ier € [lie/ Ai par
(Xi)ier+ (Vi)icl = (Xi+i Yi)ic
et
(Xiicr < (Vidicr = (Xi X Yi)icl-

En pratique, on s’autorise I'abus de notation (indispensable) en notant toutes les lois
additives + et toutes les lois multiplicatives x.



Anneau d’applications

Dans la ligne du transparent précédent, nous voulons ici munir un ensemble
d’applications d’une structure d’anneau.

Soient (A;+, x) un anneau et T un ensemble non vide. On note .7 (T, A) (ou AT) des
applications de T dans A.

On vérifie que I'on peut munir .% (T, A) d’'une structure d’anneau via les deux lois de
composition internes @, ® : .7 (T, A)? — A définies pour tout f,g € .7 (T, A) par
(fog)(t) =1ft)+9(D),

(fog)(t) =f(t) x g(t).

Evidemment, (% (T, A); &, ®) est un anneau commutatif lorsque A est lui-méme
commutatif.

En pratique, on réalise I'abus de notation usuel en notant + et X les lois © et ®.



Elément inversible

A ce stade, la notion d’inversibilité a déja été rencontrée en théorie des groupes, en
calcul matriciel et en théorie des ensembles.
Définition
Soit a un élément d’'un anneau A non réduit a zéro.
On dit que a est inversible a gauche (resp. inversible a droite (resp. inversible))
dans A lorsqu’il existe b € A (resp. ¢ € A (resp. d € A)) tel que ba= 14 (resp.

ac =14 (resp. ad = da=1,4)). Un tel b (resp. c (resp. d)) est appelé un inverse a
gauche (resp. inverse a droite (resp. inverse)) de a dans A.

Si a admet un inverse dans A, alors celui-ci est unique : on le note
traditionnellement a~'. Lensemble des éléments inversibles de A est noté AX.
On montre tout de suite que A* est un groupe.

Soit a € A admettant un inverse a gauche ag et un inverse a droite a4 dans A.

Alors, a est inversible dans Aeta™ ' = ag = ag.

Pour tout a € A et tout entier n> 1, on note a~ " := (a~")". 20



Quelques exemples

eOnaZ*={-1,1},Q*=Q", R* =R* et C* =C*.
® Soit n > 2 un entier. On a
(Z/nZ)* ={k:ke€{0,...,n—1},p.g.c.d.(k,n) = 1}.
® Soit n > 2 un entier. On a
GLn(Z) = {M € Mn(Z) : | det(M)| = 1}.
e OnaZil* ={—-1,1,—i,i}.
eOnaZ[j]* ={-1,1,—j,j,—1—j,1+j}.

® Soit A un anneau commutatif intégre. Alors, on a A[X]* = A*, ot I'on a
identifié les polyndmes constants avec les éléments de A.

21



Définition
On appelle corps (ou algébre a division) tout anneau non nul pour lequel tout
élément non nul est inversible.

® Les ensembles Q, R, C sont des corps commutatifs.
® Pour tout nombre premier p, I'ensemble Z./pZ. est un corps commutatif.

® Lensemble

H= a ib ra,beC
b a

est un corps non commutatif (appelé corps des quaternions).

"Certains auteurs imposent dans la définition de corps la commutativité de la loi multiplicative. Nous ne
suivrons pas cette voie.

22



Elément irréductible d’un anneau

Linversibilité est au coeur de la notion d’irréductibilité.

Définition

Soient A un anneau non nul et a € A. On dit que a est irréductible dans A (ou
relativement a A) lorsque a ¢ A* et lorsque pour tout x, y € A,

a=xy=xe€A* ou yeA”.

® ’élément nul 04 d’'un anneau A n’est jamais irréductible dans A.

® Dans Z, les éléments irréductibles sont exactement les entiers (relatifs)
premiers.

® Soit P = X2 +1. Alors, P est irréductible dans IR[X] mais pas dans C[X].

® Soit K un corps commutatif. Les polynémes de degré 1 a coefficients dans K
sont irréductibles dans K[X]. Un polynéme P de degré 2 a coefficients dans K
est irréductible dans K[X] si et seulement si P n'a pas de racines dans K.

23



Anneau integre

Les corps bénéficient de la propriété fondamentale énoncée de maniére élémentaire
sous la forme "un produit est nul si et seulement si I'un des facteurs est nuls".

Définition
Soit (A;+, x) un anneau. On dit que A est intégre lorsque :
(i) An’estpas réduit a zéro;

(ii) Pour tout a,b € A, on a l'implication

ab=0s4=a=04 ou b=0g4.

Un corps est un anneau intégre. Plus généralement, un anneau non nul inclus
dans un corps est intégre. Par ailleurs, on montre aisément qu’un anneau
integre fini est un corps.

Les anneaux Z, K[X] avec K corps commutatif sont des anneaux intégres.
Un produit d’anneaux intégres n’est en général pas intégre.

Pour tout n > 2, 'anneau Mu(IR) n’est pas integre.

24



Diviseur de zéro

La notion d’'intégrité est liée a celle de diviseurs de zéros que nous introduisons
ci-dessous :

Définition

Soient (A;+, X) un anneau, a € A avec a # 04.

On dit que a est un diviseur de zéro a gauche (resp. un diviseur de zéro a droite)

dans A lorsqu’il existe b € Aavec b # 04 tel que ab= 04 (resp. ba=04). Si aest un
diviseur de zéro a gauche ou a droite dans A, on dit que a est un diviseur de zéro

dans A.

1 1
Lélément M := 0 est un diviseur de zéro a gauche et a droite.
Attention cependant au fait qu’il n’existe pas N € Mx>(IR) non nulle telle que
MN = NM = 0.
Dans un corps, il N’y a pas de diviseurs de zéros.

Dans Z/6Z, la classe 4 est un diviseur de zéro : 4.3 = 0.

25



Elément régulier

Considérons I'équation 2x = 6 d’inconnue Z,/10Z. |l serait tentant de "simplifier" par
2 pour aboutir & une unique solution x = 3. Toutefois, cet argument ne saurait étre
correct puisque 8 est également une solution. Ceci conduit & la notion de régularité
d’'un élément d’un anneau.

Définition
Soit a un élément non nul d’un anneau (A;+, x). On dit que a est régulier a gauche
(resp. régulier a droite) lorsque pour tout b, ¢ € A,

ab=ac=b=c

(resp.
ba=ca=b=c).

On dit que a est régulier lorsqu'il est régulier a gauche et a droite.

26



Un lien entre régularité et diviseurs de zéros

Le résultat ci-dessous relie les notions de régularité et de diviseur de zéro.

Proposition
Soit A un anneau. Les éléments réguliers a gauche (resp. a droite) sont les
éléments non nuls qui ne sont pas des diviseurs de zéros a gauche (resp. a droite).

Démonstration. On montre le cas a gauche (le cas a droite étant totalement
analogue). Soit a € A. Si a est un diviseur de zéro a gauche, alors a # 04 et il existe
b € Anon nul tel que ab = 04. Si a était régulier a gauche, on aurait b = 04.
Réciproquement, supposons que a ne soit pas un diviseur de zéro a gauche. Soient
b,c € Atels que ab=ac. On a alors a(b— c) = 04 puis b— ¢ = 04. Ceci confirme que
a est régulier a gauche. u
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Elément nilpotent

SiA=27,0,R ou C, nous savons que pour x € Aavec x # 0, 0n a
x"#04 pourtoutn>1.

La situation est différente dans les anneaux de matrices : on a par exemple dans

Ma(RR) ,
0o 1 _ 0 0
oo/ \oo)

Une telle matrice ci-dessus est traditionnellement qualifié de nilpotente. Nous

étendons ce vocabulaire au cadre de n'importe quel anneau.

Définition
Soient A un anneau non nul et a € A. On dit que a est nilpotent lorsqu'’il existe un
entier n > 1 tel que a" = 04.

® Un élément nilpotent n’est jamais inversible.

© Lensemble des éléments nilpotents de Z,/nZ. est donné par I'ensemble des k
avec k € {0,...,n— 1} pour lesquels il existe un entier r > 1 tel que n | k".
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Elément central et centre d’un anneau

La notion de centre a déja été rencontrée en théorie des groupes.
Définition
Soient A un anneau et a € A. On dit que a est central lorsqu’il commute avec tous

les éléments de A, i.e., ab = ba pour tout b € A. On appelle centre de A I'ensemble
des éléments centraux de A et on le note Z(A).

® Soit A un anneau. Alors, A est commutatif si et seulement si Z(A) = A.
®OnaZ(H)={al:acR}.
® Soit K un corps commutatif. Alors, on a Z(Mp(K)) = {al, : a € R}.

29



Sous-anneau

De maniere analogue aux sous-espaces vectoriels ou aux sous-groupes, on définit la
notion de sous-anneaux.
Définition
Soit B une partie d’'un anneau (A;+, x). On dit que B est un sous-anneau de A si
muni des lois induites par A c’est un anneau.

Pour établir qu’une partie est un sous-anneau, il faut donc vérifier les quatre points de
la définition des anneaux. En pratique, on préfere utiliser le critére ci-dessous :
Proposition
Soit B une partie d’'un anneau (A;+, x). Alors, B est un sous-anneau de A si et
seulement si les trois conditions suivantes ont lieu :
(@ 1a€B;
(b) Pour tout by,bp € B,ona by —bs € B;
(c) Pour tout by, b € B,ona by -bs € B.

Démonstration. Limplication = est claire. Réciproquement, supposons que (i), (i) et
(iii) ont lieu. Seul le point (/) de la définition d’'un anneau mérite d’étre établie. Soit
beB+#0.0nab—b=04 € Bpar (ii). Ceci et (ii) entrainent que (B;+) est un

sous-groupe de (A;+).



e Lensemble Q[ /2] := {a+b+/2:a,b € Q} est un sous-anneau de RR.

® ’ensemble Z[i] := {a+ib: a,b € C} estun sous-anneau de C.

e Lensemble D := {17z : n € Z,k € N} est un sous-anneau de Q.

e Lensemble des fonctions continues de IR dans IR est un sous-anneau de RR.

® ’ensemble 27, n’est pas un sous-anneau de Z.

()}

n’est pas un sous-anneau de M»(IR) muni de sa structure naturelle d’anneau.
Néanmoins, muni de I'addition et de la multiplication matricielle cet ensemble est

® ’ensemble

1 0
un anneau (d’élément neutre multiplicatif { ( 0 0 IXE IR}.

® Le centre d’'un anneau est un sous-anneau.
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Intersection et sous-anneau engendré par une partie

On montre facilement le résultat suivant :
Proposition
Lintersection d’'une famille non vide de sous-anneau d’'un anneau A est un
sous-anneau de A.

Cette stabilité par intersection va bien entendu donner lieu au concept de
sous-anneau engendré par une partie.

Soit S une partie non vide d’'un anneau A. On note .% I'ensemble des sous-anneaux
de A contenant S qui est un ensemble non vide (puisqu’il contient A). Lensemble

A[S]:= () B estévidemment un sous-anneau de A contenant la partie S, i.e.,
Be.7
A[S] € .%. Il est appelé sous-anneau de A engendré par la partie S et il satisfait

I'inclusion A[S] C C pour chaque C € .%. On conclut que A[S] est le plus petit (au
sens de l'inclusion C) sous-anneau de A contenant S.
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Description explicite du sous-anneau engendré par une partie

Un élément générique du sous-anneau engendré par une partie S n’est nul autre au
signe pres qu’une somme de produits finis d’éléments de S. Plus précisément :

Proposition
Soient S une partie non vide d'un anneau A et #s I'ensemble des éléments de A
s’écrivant comme un produit non vide fini d’éléments de S.

Ona

n
AlS] = {Zekpk:neNpo,...,p,,e PsU{1a},€0,...,6n € {—170,1}}.
k=0
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La démonstration

On note B le second membre de I'égalité donnée par I'énoncé. On a bien sir
1a=1.pg € Bavec pp =14 € PsU{14} =: Q. D'autre part, il est évident que B est
stable par +. Concernant la stabilité par la loi X, il suffit de voir que pour
ee{-1,0,1}, neNetp,po,...,pn € Q

n n
(ep) x Z EkPk = Z E€kppx € B.
k=0 k=0

Ainsi, B est un sous-anneau de A. Puisque B contient S, il contient le plus petit-sous
anneau de A contenant S, i.e., A[S] C B.

Montrons l'inclusion renversée B C A[S]. Soit C un sous-anneau de A contenant S.
Ce sous-anneau C contient bien s(r 'ensemble Zg ainsi que les éléments 04 et 1 4.
Il s’ensuit que tout élément de B est un élément de C. On conclutque BC A[S]. =&
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Idéal a gauche, a droite, bilatere

Nous disposons d’une autre classe fondamentale de parties d’un anneau.
Définition

Soit / une partie d’'un anneau (A;+,-). On dit que / est un idéal a gauche (resp. a
droite) de A lorsque

(i) (/;+) est un sous-groupe de (A;+);

(if) Pourtout /& /, pourtout a € A, ai € I (resp. ia € /).

Lorsque / est a la fois un idéal a gauche et a droite de A, on dit que / est un idéal
bilatere de A.

Les idéaux de Z sont exactement les nZ avec n € IN.

Soit K un corps commutatif. Les idéaux de IK[X] sont exactement les PK[X]
avec P € K[X].

Soient A un anneau et a € A. Lensemble Aa = {xa: x € A} (resp.
aA:={ax: x € A} estun idéal a gauche (resp. a droite) de A. Lensemble
AaA:={Y] oaxad, :n€ N, a,...,an,dy,...,d, € A} estun idéal bilatére de

A. Lorsque A est commutatif, ces trois idéaux coincident.
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Idéaux et intersection

On montre aisément que la notion d’idéal est stable par intersection quelconque :
Proposition
Lintersection d’'une famille non vide d'idéaux a gauche (resp. a droite (resp.
bilatére)) d’un anneau est un idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)).

Soit S une partie non vide d’un anneau A. On note ¥ (resp. Z (resp. %)) 'ensemble
des idéaux a gauche (resp. a droite (resp. bilatere)) de A contenant S (c’est un
ensemble non vide puisqu’il contient A). On a évidemment

Sg=()1€Y, (Sa=()1€Z et (5:=()1c

le9 ez leAB

Lidéal (S)4 (resp. (S)q (resp. (S))) est appelé idéal & gauche (resp. idéal a droite
(resp. idéal bilatere)) de A engendré par la partie S. C’est le plus petit (au sens de
l'inclusion C) idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) de A contenant S.

On a toujours
(Sg)U(Sq) C (9).

Si de plus A est commutatif, les trois idéaux ci-dessus coincident, i.e.,

(S)g =(S)a =(S). 36



Expression des idéaux engendrés

On dispose d’une expression explicite pour les idéaux engendrés par une partie.

Soit S une partie non vide d’'un anneau A. On a :

n
(S)g = {Zaksk:ne]N,ao,...,an€A7so7...7sn68}7
k=0

n
(S)d :={Zskak :ne]N.,ao,...,a,,eA,so,...,sneS},
k=0

et

n
(S) = {Zakskaﬁ(:neN,ao7...7an,a6,...,ai,eA,so,...,s,,ES}.
k=0
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La démonstration

On se contente de montrer le cas a gauche (i.e., la premiére égalité énoncée) les cas
a droite et bilatére étant analogues.

Onnote E :={Y}_paksk :n€N,ap,...,an € A,sq,...,s; € S}. Cet ensemble est
évidemment un idéal & gauche de A qui contient S. Il s’ensuit que (S)g (qui est le plus
petit idéal & gauche de A qui contient S) est inclus dans E, i.e., (S)g C E.

Montrons I'inclusion renversée. Soit x € E. Il existe me IN, o, ..., 0m € Aet
Go,.--,¢m € Stels que x = Y1y o §k. Fixons / un idéal a gauche de A contenant S.
Pour tout k € {0,...,m},ona { € S C I etdonc a i € I. Ceci et le fait que (/;+)

soit un groupe nous dit que Y.i., o Gk € I. Ainsi, x appartient & tous les idéaux a
gauche de A contenant S, i.e., x € (S)g. On conclut que (S)g = E comme annoncé. M
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Idéal principal

Soit a un élément d’'un anneau A.

On a déja vu que I'ensemble Aa = {xa: x € A} (resp. aA:={ax : x € A} (resp.

AaA = {Y oaxad, :n€N,a,...,an,d,...,d, € A})) est un idéal a gauche (resp.
a droite (resp. bilatére)) de A. D’aprés ce qui précéde, cet idéal n’est nul autre que
l'idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) engendré par la partie {a}, i.e.,
Aa=({a})g (resp. aA=({a})q (resp. AaA=({a}))).

Définition

Lidéal a gauche Aa (resp. a droite aA (resp. bilatere AaA)) de A est appelé idéal
principal a gauche (resp. a droite (resp. bilatere)) de A engendré par a. On le
note (a)g (resp. (a)q (resp. (a)).

Etant donné un idéal / de A, on dit que / est principal a gauche (resp. a droite
(resp. bilatére)) s'il existe x € Atels que /= (x)g (resp. /= (x)q (resp. I = (x))).
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Idéal de type fini

Soient n éléments ag, ..., a, d'un anneau A avec n € IN.

De maniére analogue aux idéaux principaux, on note (ap,...,an)g en lieu et place de
({ao,...,an})g idéal a gauche de A engendré par la partie {ao, ..., an}. On procéde
de méme pour le cas a droite et bilatére.
Définition
Soit / un idéal de A. On dit que / est de type fini a gauche (resp. a droite (resp.
bilatere)) s'il existe m € IN, xp,...,xn € Atels que / = (Xp,...,Xm)g (resp.
=(X0,-.-,Xm)d (resp. I = (Xo,...,Xm)))-
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Anneau principal - anneau noethérien

Nous introduisons maintenant deux classes fondamentales d’anneaux.

Définition

Soit A un anneau commutatif. On dit que A est principal s'il est integre et si tous
ses idéaux sont principaux. On dit que A est noethérien 2 si tous ses idéaux sont
de type finis.

® On peut définir les notions d’anneaux principaux/noethérien a gauche et a
droite de maniére analogue. Nous n’en aurons toutefois pas I'usage.

® Tout anneau principal est noethérien (mais la réciproque est fausse).

® Soit A un anneau commutatif. Alors, 'anneau A[X] est principal si et
seulement si A est un corps. En particulier, Q[X],IR[X] et C[X] sont principaux et
Z[X] nest pas principal.

® ’anneau Z est principal.

® 'anneau Z[X] est noetherien. Plus généralement, nous verrons que A[X] est
noetherien lorsque A est un anneau commutatif noetherien.

2En hommage & la mathématicienne Emmy Noether (1882-1935).
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Une caractérisation des anneaux noethériens

Nous donnons ici une caractérisation de la notion d’'anneaux noethériens a travers
des suites d'idéaux. Le résultat ci-dessous est souvent utilisé pour produire une
définition alternative (et équivalente) du concept d’anneau noethérien.

Proposition
Soit A un anneau commutatif. Alors, A est noethérien si et seulement si toute suite
croissante (pour l'inclusion C) d’idéaux est stationnaire.

Démonstration. =, Découle du fait que [J,c /n est un idéal de A si (I5)peN €St une
suite croissante d’'idéaux de A.

<=, Si A n’est pas noethérien, alors on peut trouver un idéal J de A qui n’est pas de
type fini. On peut alors facilement construire une suite croissante (/)N d'idéaux
(inclus dans J) de A qui n’est pas stationnaire. ]
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On a vu précédemment que les idéaux sont stables a travers I'opération ensembliste
"d’intersection". On poursuit ici I'étude des opérations sur les idéaux.

Soient A un anneau et /, J deux idéaux de A de méme nature (i.e., deux idéaux a
gauche (resp. a droite (resp. bilateres)) d’'un anneau A.

On vérifie sans difficultés que I'ensemble

I+d:={i+j:(i,)) € Ix J}
est un idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) de A, appelé idéal somme de /
et J a gauche (resp. a droite (resp. bilatere)).
De plus, on peut montrer que /+J n’est nul autre que 'idéal a gauche (resp. a droite
(resp. bilatere)) engendré par la partie /UJ de A, i.e.,

1ed=(10d), (resp.tvd=(10d), (resp.l+d=(1UJ),)).
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Produits d’idéaux

Soient /,J deux parties non vides d’un anneau A.

En général, 'ensemble & := {jj:i € I,j € J} n'est pas un idéal de A et ceci méme si /
et J sont des idéaux de A (considérer par exemple les idéaux de I'anneau commutatif
ZIX]: 1=(2,X)etd=(3,X)).

On définit I'idéal produit a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) de / et J noté IJ
par
(W)g =(P)g, (resp.(M)g:=(P)g (resp.lJ :=(2))).

Ces idéaux ont bien slr une description explicite (comme tout idéal engendré par une
partie). On notera le cas le plus important : si / et J sont deux idéaux bilateres de A,
ona

m
IJ = {Zikjk:mEN,V0<k<m,(ik7/k)e lxd}-
k=0
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Radical d’un idéal

Nous poursuivons notre étude des opérations sur les idéaux.
Définition
Soit / un idéal d’'un anneau A. On appelle radical de I'idéal / 'ensemble noté +//
défini par
Vi={acA:In>1,a"€ I}.

On dit que I'idéal / est radical lorsque /= /1.

Le radical +// vérifie toujours I'inclusion / C /1.
Avec 'déal nul /= {04}, on voit tout de suite que nil(A) = \/{04}.

Avec A=Z, anrspourchaquerz1,p1,...,p,elPetchaque oq,...,0 > 1,

PPl Z=p...p L.

Soit / un idéal d’un anneau commutatif A. Alors, +// est un idéal de A.

ona
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Morphisme d’anneaux

A ce stade, nous estimons le lecteur familier avec la notion de morphismes d’espaces
vectoriels (mieux connus sous le nom d’applications linéaires) et de morphismes de
groupes.

Définition

Soit f : A— B une application entre deux anneaux A et B. On dit que f est un

morphisme d’anneaux (entre A et B) lorsque pour chaque a, b € A,

fla+b)=f(a)+f(b), f(ab)=F(a)(fb) et f(1a)=1g.

Un morphisme d’anneaux d’un anneau dans lui-méme est appelé un
endomorphisme d’anneaux. Un morphisme d’anneaux bijectif est dit étre un
isomorphisme d’anneaux. Un endomorphisme bijectif d’'anneaux est appelé

automorphisme d’anneaux.

Remarque. Dans la littérature, on trouve parfois le terme de morphisme d’anneaux
unitaires pour désigner ce type d’applications. Nous n’emploierons pas ce terme
puisque nous développons (comme c’est désormais I'usage) la théorie des anneaux
unitaires (i.e., avec existence d’un neutre multiplicatif).
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Quelques exemples

Soit A un anneau.

® Si B est un sous-anneau de A, alors I'application i : B — A définie par
i(x) :=x pourtoutx € B

est un morphisme d’anneaux injectif.
® L’identité IdR est le seul endomorphisme d’anneaux de IR.
® La conjugaison complexe induit un automorphisme de I'anneau C.

® Soient Aun anneau, T un ensemble non vide et t € T. Lapplication
evy . .F(T;A) — T définie par

evy(f) := f(t) pourtoutf € .7 (T;A)

est un morphisme d’anneaux, appelé morphisme d’évaluation en t.
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Quelques exemples - suite et fin

® Soient / un ensemble non vide, (A;);c; une famille d’anneaux. Pour chaque
Jj € J, l'application p; : []je; Ai — A;j définie par
pi((xiier) =% pour tout(x); € I € [JAi
icl
est un morphisme d’anneaux.

® Etant donnés deux anneaux, il n’existe pas toujours de morphisme d’anneaux
entre deux anneaux donnés ! A titre d’exemple, il n’existe pas de morphisme
d’anneaux de C dans RR.
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Premieres propriétés des morphismes d’anneaux

La proposition suivante donne les premiéres propriétés des morphismes d’anneaux.

Soient A, B deux anneaux et f : A— B un morphisme d’anneaux. Ont lieu :

(@) f(04) =0p et f(—x) = —f(x) pour tout x € A;
(b) ker(f) est un idéal bilatere de A et im(f) est un sous-anneau de B.

(c) SiJ estun idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) de B, alors f~1(J) est
un idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatere)) de A;

(d) Si/estun idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) de A, alors f(/) est un
idéal a gauche (resp. a droite (resp. bilatére)) du sous-anneau im(f);

) f estinjective si et seulement si ker(f) = {04}.

(f) Si Aestnon nul, alors on a f(AX) C BX et f(a~') = f(a)~" pour tout a € A*.
(g) Si Aet Bsontdes corps, alors f est injective.

(h) Si f est bijective, alors f~! : B— A est un morphisme d’anneaux.

(i) Si Cestunanneauetg:B— C estun morphisme d’anneaux, alors
gof:A— C estun morphisme d’anneaux.
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Commentaires

® Seule (g) mérite une justification. Supposons que A et B soient des corps et
fixons a € ker(f). Supposons que a # 04. Dans ce cas, a est inversible dans A et
son image f(a) est inversible dans B d’apres I'assertion (f). Ceci entraine que
f(a) # 04, i.e., a & ker(f). Ainsi, on a nécessairement a =04 et on peut conclure
grace a (e).

® En général, im(f) n’est pas un idéal de B. Lensemble im(f) contenant toujours
1p, il est un idéal si et seulement si f est surjective, i.e., im(f) = B.

® En général, f(/) n'est pas un idéal de im(f) pour / un idéal de A. Pour le voir,
on peut prendre A=Z, B=Z[X], | =2Z et f : Z.— ATinjection canonique.
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Quotienter par un idéal

Nous allons nous intéresser ici a la notion d’anneau quotient. A ce stade, le lecteur
est déja familier avec Z/nZ., les groupes quotients ainsi que les espaces vectoriels
quotients.

Soit / un idéal bilatere d’'un anneau (A; +, X) (pas nécessairement commutatif). On
considére la relation Z binaire sur A définie par

XAy < x—y €1l pourtoutx,y € A.

On vérifie sans peine que # est une relation d’équivalence sur A. Lensemble
quotient A/Z est en général noté A/l. On note ma: A— A/l I'application canonique
(évidemment surjective) de A dans A//, c’est-a-dire celle qui a un élément a € A
associe sa classe d'équivalence (pour la relation %). S'il n'y a pas d’ambiguités, on
pourra noter 74 en lieu et place de 74 ;.

Pour chaque x € A, ma(x) désigne donc la classe d’équivalence de x relativement a
Z  on la note X, [x] ou encore cl(x). Observons que pour tout x € A, on a

X={yeA:ix—yel}={ycAiy—xeli=x+l. ]
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Munir le quotient d’une structure d’anneau

Nous allons maintenant munir A// d’une structure d’anneau quotient.
Soient ay,a»,by,bp € Aaveca;=asetb; =by. Onaij:=a; —a» € l et
> :=by — b € | puis
ai+bi=a+bo+it+ip et ayby=(ax+i1)(bo+i2) = apbo+agic +i1bo +iyo.
Ces égalités et le fait que / soit un idéal bilatere de A entrainent facilement
ai+by=a+by et aib =azb,.

Ces deux égalités sont souvent résumées a travers I'expression "la relation # est
compatible avec les lois + et x". Ceci permet de définir les applications
s,p: (A/)?> — A/l via les égalités

s(@b):=a+b et p(@hb):=ab pourtouta,bc A

Il découle des propriétés de I'anneau (A;+, X) que A/I muni des lois de composition
interne s (addition) et p (multiplication) est un anneau (commutatif si A I'est) dont les
éléments neutres respectifs sont 04 = Op/1=1et Ta= 14/1- De plus, on tire
directement des définitions de s et de p que I'application w4 : A— A/l est un

morphisme d’anneaux (surjectif). 0



Peut-on quotienter autrement ?

On pourrait s’arréter ici en disant que tout anneau A quotienté par un idéal bilatére /
sera désormais muni des deux lois précédentes s et p qui font de la projection
canonique 74 ; un morphisme d'anneaux de noyau /.

Nous allons aller un peu plus loin en nous demandant s’il est possible de construire
d’autres structures d’anneaux quotient bénéficiant de la compatibilité additive et
multiplicative vues précédemment.

Soit (A;+, X) un anneau et Z une relation d’équivalence sur A, compatible avec les
lois + et -, i.e., pour tout a1, as, by, bo € A avec a1 #Z ao et by # by,

(a1 +b1)%Z(az + b2) et (a1b1)Z%(azbz).

Les égalités ci-dessus permettent bien sir de munir A/% d’une structure d’anneau
faisant de la projection canonique g : A — A/ un morphisme d’anneaux. Son noyau
I := ker(q) est donc un idéal bilatere de A. Il reste a voir que

XAy < (X — Y)#0a <= x—y € ker(q) = |
pour conclure que A/Z% n’est nul autre que A/l et g =74 .
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Vers la propriété universelle du quotient

Soient A, B deux anneaux, / un idéal bilatére de Aet ¢ : A// — B un morphisme
d’anneaux. Ces données peuvent se synthétiser selon le diagramme suivant :

Ppoma

All

Lapplication f := ¢ o w4 est un morphisme d’anneaux par composition de deux
morphismes d’anneaux. Par ailleurs, on a / C ker(f) puisque pour tout x € /,

f(x) = (@ oma) (x) = 9(7a(x)) = P(0a/)) = O

Question. La donnée d’un morphisme d’anneaux f : A — B vérifiant | C ker(f)
induit-elle I'existence d’un morphisme d'anneaux de A// dans B ?
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Passage au quotient

La réponse est "oui" et le morphisme obtenu est en fait unique. Ce fait est connu sous
le nom de propriété universelle du quotient. Ce résultat n’est pas propre a la théorie
des anneaux mais se retrouve dans de nombreux contextes : espaces vectoriels,
groupes, modules, etc.

Théoreme

Soient f : A— B un morphisme d’anneaux entre deux anneaux A et B, / un idéal
bilatere de A avec | C ker(f). Alors, il existe un unique morphisme d’anneaux
f:A/l— Btel que f = foma.

Il est commode de traduire ce théoréme sous la forme d’un diagramme :

A%—B

7
oA o
S f

All
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La démonstration

Existence. Soient aj,a» € Atels que ma(ar) = wa(az). Onadonc a; —as € 1.
Puisque I C ker(f), on a f(a; — a2) = Og ou encore (car f est un morphisme
d’'anneaux) f(ay) = f(a2). On peut donc considérer 'application f : A/l — B définie par

f(ma(a) = f(a) pourtouta € A.

Nous allons établir que f est un morphisme d’anneaux. On a évidemment
?(1A/,) =1pg. Soient x,y € A/I. Il existe a,b € Atels que x = wa(a) et y = ma(b). En
utilisant le fait que 4 et f est un morphisme d’anneaux, on peut écrire

F(x+y) = 1(na(@) + Ta(b) = F(ma(a+ b)) = f(a+ b) = f(a) + F(b) = F(x) + (y).

De méme, on a f(xy) = f(x)f(y).
Unicité. Soit f : A// — B une application vérifiant fo 74 = f. Soit x € A/I. La
surjectivité de s nous permet de trouver a € A tel que ma(a) = x. Il vient alors

(x) = (foma) (@) = () = (To ma) (a) = F(x).
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Un probleme "universel”

Nous allons voir que I'anneau quotient est I'unique solution (en un sens a préciser)
d’un probleme "universel".

Etant donné un idéal bilatere / d’'un anneau A, on considére le probléme :
(£?) : Déterminer un anneau U et un morphisme d’anneaux u : A — U surjectif avec
| C ker(u) tel que pour tout anneau B et tout morphisme d’anneaux f : A — B avec

I C ker(f), il existe un unique morphisme d’anneaux g : U — B satisfaisant f = ho u,
i.e., faisant commuter le diagramme

On a vu précédemment que (A//, 4) est une solution au probleme ().
Proposition

Soit (U, u) une solution du probléme (£?). Alors, il existe un unique isomorphisme
d’anneaux ¢ : A/l — U tel que u= @ o ma.
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La démonstration

En exploitant le fait que A// satisfait la propriété universelle du quotient et le fait que
(U, u) soit solution de (£?), on obtient deux applications ¢ : A/l — Uety : U — A/l
faisant respectivement commuter les diagrammes

A—LsuU AT A/l
k4
EA\L l
e
A/l U

Puisque u= @omy et w4 = you, il vient

Ta(X) = (Wo @) (ma(x)) pour toutx € A.

Ceci et la surjectivité de 4 entraine que yo ¢ = IdA/,. De méme, I'égalité
u=@oyou etlasurjectivité de u donnent @ o y =1dy. La propriété d’existence
voulue est donc établie. Lunicité découle de I'unicité fournie par la propriété
universelle satisfaite par A//. Ceci termine la démonstration. |
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1er théoreme d’isomorphisme

Nous donnons a présent trois résultats connus sous le nom de 1er, 2éme et 3eme
théoréme d’'isomorphisme en théorie des anneaux.

Théoréme (noyau-image)
Soit f : A— B un morphisme d’anneaux entre deux anneaux A et B. Alors, A/ ker(f)
est isomorphe a im(f).

Démonstration. On applique le théoréme de passage au quotient avec g = fim(") (qui
est un morphisme d’anneaux surjectif) et / = ker(g) = ker(f). Il existe (un unique)
morphisme d’anneaux g : A/ ker(f) — im(f) tel que g = go s ol T4 : A — A/ ker(f)
est la projection canonique. Lapplication g est surjective puisque pour y € im(f), il
existe a € Atel que

y=g(a) = (go ma)(a) = g(ma(a))-

Lapplication g est injective : pour X € ker(g), on peut écrire X = ma(b) pourun b € A
d’'ou
04 =g(x) = (goma)(b) = g(b),

i.e., b € ker(g) ou encore X = 04/,. La démonstration est terminée. ]
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2eme théoreme d’isomorphisme

On poursuit avec le deuxiéme théoreme d’'isomorphisme. Il convient de noter qu'’il
s’obtient comme conséquence assez directe du premier.

Théoreme

Soient A un anneau, / un idéal bilatere de A, B un sous-anneau de A. Ont lieu :
(a) B+ I estun sous-anneau de A.

(b) I (resp. BN ) est un idéal bilatere de B+ I (resp. de B).

(c) Les anneaux (B+1/)/I et B/BN I sontisomorphes.
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La démonstration

Les assertions (a) et (b) ne posent aucune difficulté et sont laissées au lecteur.

Nous allons établir (c). Remarquons que (a) et (b) nous assurent que (B+1/)// et
B/BN 1 sont des anneaux quotients. On note & : B+ — (B+1)/I la projection
canonique de I'anneau B+ / sur I'anneau quotient (B+/)/1. On note i I'injection
canonique de B dans B+ /. Il est clair que ¢ = woi: B — (B+1)/l est un morphisme
d’anneaux. D’apres le premier théoreme d’isomorphisme, nous savons que les
anneaux B/ ker() et im(¢) sont isomorphes. Nous allons maintenant montrer que
im(@) = (B+1)/1 (i.e., ¢ est surjective) et ker(¢) = BN I. Pour le premier point, il suffit
de remarquer que pour chaque x € (B+1)/1, on peut écrire pour un certain
(b,ye Bx I

X=n(b+i)=m(b+0a)+7(0a+i)=moi(b)=@(b).

Le deuxiéme point résulte quant a lui du fait que pour chaque b € B,

(p(b) =O(B+I)/I <~ ﬂ(b+OA) = 0(B+I)/I sSbel
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3eme théoreme d’isomorphisme

Voici enfin le troisieme théoreme d’isomorphisme.

Théoréme

Soient A un anneau, / et J deux idéaux bilateres de A avec J D [. Alors, les
anneaux (A/l)/ma(J) et A/J sont isomorphes, ou 74 désigne la projection
canonique de A sur A/

Remarque. En notant wa(J) = J// (attention aux confusions : J/I n’est pas un
anneau quotient en général !) on trouve souvent ce résultat écrit sous forme
condensée

(A/D/J)h)~A/J.

Démonstration. Lensemble J// := wa(J) est un idéal bilatére de B := A/l. Notons

mg : B— B/(J/I) la surjection canonique. L'application f := mg o 14 est évidemment
un morphisme d’anneaux surjectif. Par ailleurs, I'inclusion / C J entraine sans
difficultés que ker(f) = J. Il reste a invoquer le 1er théoreme d’isomorphisme pour
conclure que ker(f) = A/J est isomorphe a im(f) = B/(J/ ). [
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Description des idéaux d’un anneau quotient

Le résultat suivant permet de décrire I'ensemble des idéaux bilateres d’un anneau
quotient A//. Notons qu'il s’étend facilement au cas des idéaux a gauche ou a droite
de A/I.

Proposition
Soit / un idéal bilatere d’'un anneau A. On note B I'ensemble des idéaux bilateres de

A contenant / et # I'ensemble des idéaux bilatéres de A/I.
Alors, I'application ¢ : B — 2 définie par

©(J) = wa(J) pourtoutJ € B

est bijective.

Démonstration. Lapplication ¢ est bien définie car im(7a) = A/ . Linjectivité de ¢
s’obtient comme conséquence directe de la définition de B. La surjectivité de ¢
découle de I'égalité

I =ma(ny (1))

valide pour tout idéal bilatére ¢ de A/I. u

Remarque. Bien s(r, I'application ¢ n’est pas un isomorphisme d’anneaux (ce n’est
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Introduction a la caractéristique d’un anneau

Avant de poursuivre avec le développement des restes chinois (un autre théoreme
d’'isomorphisme !) arrétons-nous un instant sur le concept de caractéristique d'un
anneau.

Etant donnés un anneau (A;+, X) et un élément a € A avec a # 04, deux (et
seulement deux) situations peuvent se produire :
1. Pourtout k > 1, 0on a ka# 04. C'est le cas dans Z,Q, R, C ou encore dans des
anneaux de matrices.
2. Il existe un entier k > 1 tel que ka=04. C'est le cas si A=Z/nZ pour un certain

entier n > 2 car alors na = 04.

Ces deux situations distinctes vont nous amener naturellement au concept de
caractéristiqgue d’'un anneau.
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Caractéristique d’'un anneau - Sous-anneau premier

Soit (A; +, X) un anneau. Il n'est pas difficile de voir que I'application ¢4 : Z — A
définie par
@a(k)=k1a pourtoutk € Z

est un morphisme d’anneaux. On vérifie que c’est I'unique morphisme d’anneaux de
Z. dans A. Son image im@4 est un sous-anneau de A.

Puisque ker(¢a) est un idéal de 'anneau (Z;+, x), nous savons qu'il s’écrit pour un
unique ng € IN

ker(@a) = naZ.
Par le 1er théoréme d’isomorphisme, nous savons que Z/naZ. est isomorphe a
im @4. Notons que si ng = 0, alors Z est lui-méme isomorphe a im @4.
Définition
Lentier naturel ng est appelé caractéristique de I'anneau A et est noté car(A). Le
sous-anneau im@4 = {k14 : k € Z} est appelé sous-anneau premier de A.
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Premieres propriétés de la caractéristique

On donne ici les premieres propriétés de la caractéristique.

Soit A un anneau. Ont lieu :

(a) Pour tout a € A, on a car(A)a=04.

(b) Soit B un sous-anneau de A. Alors, car(A) = car(B).

(c) La caractéristique d’un anneau intégre est soit nulle soit un nombre premier.

(d) Soient B un anneau et f : A— B un morphisme d’anneaux. Alors, car(B) | car(A).

(e) Il n’existe pas de morphisme de corps entre deux corps de caractéristiques
distinctes.
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La démonstration

Pour un anneau C, ¢¢ : Z — A désigne I'unique morphisme d’anneaux entre Z et C
(vu précédemment).

(a) Soit a € A. Par définition, on a
ar(A)Z =ker(@a) ={n€Z :nM =04},

en particulier car(A)14 = 04.

(b) Il est clair que restriction au but (pLB de @4 coincide avec le morphisme d’anneaux

@B, en particulier
ar(AVZ = ker(¢\) = ker(¢g) = car(B)Z.

On conclut que car(A) = car(B).

(c) Supposons que car(A) # 0. Posons n = car(A) qui est le plus petit entier strictement
positif tel que n14 = 04. Supposons également qu'il existe deux entiers positifs k et /
tels que n= kl. En écrivant (k14)(/14) = 04 et en exploitant I'intégrité de A, on obtient
k1a4=040u/14=04 puis k =nou /= n. En conséquence, I'entier n est premier.
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La démonstration - suite et fin

(d)Ona
0g = f(04) = f(car(A)14) = car(A)1p

d’ou car(A) € ker(¢pg) = car(B)Z.

(e) Soient Kj, K> deux corps de caractéristiques distinctes et f : Ky — Kz un
morphisme de corps. On a vu qu’un morphisme de corps est nécessairement injectif.
On a également vu que car(Kz) | car(K1). Sicar(Kz) = 0, on a tout de suite car(Kj) = 0.
Supposons car(Kz) # 0, i.e., p := car(Kz) € IP. Si car(K7) # 0, alors nécessairement
car(K1) = p. Sicar(Kjy) =0, alors

Ok, = (1) =f(P1k,),

en particulier (par injectivité de f) p1x, = Ok, ce qui est contradictoire. ]
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Le théoréme des restes chinois dans Z

Nous allons maintenant étendre un résultat trés classique d’arithmétique sur Z, a
savoir 'isomorphisme d’anneaux suivant

Z/n...npZ. = (Z|MZ) % ...x(Z]nnZ)

pour ny,..., N, des entiers deux a deux premiers entre eux. Ce résultat est connu
dans la littérature sous le nom de “théoréme des restes chinois”.

D’apres le théoreme de Bézout, nous savons que deux entiers a, b sont premiers
entre eux si et seulement si il existe deux entiers u, v tels que

au+bv=1.
Cette derniére égalité est encore équivalente a

aZ+bZ =72.

Cette égalité entre idéaux va étre le point de départ de I'étude a venir.
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Idéaux étrangers

L'égalité précédente nous amene a introduire le concept suivant :

Définition

Soient /,J deux idéaux d’'un anneau commutatif A. On dit que / et J sont étrangers
(ou comaximaux) lorsque /+J = A.
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Produit de deux idéaux étrangers

Avant de pouvoir établir le théoréme des restes chinois, nous devons énoncer et
démontrer un certain nombre de résultats préliminaires.

Lemme
Soient / et J deux idéaux d’un anneau commutatif A. Si / et J sont étrangers, alors
J=1NdJ.

Démonstration. On a toujours (méme si / et J ne sont pas étrangers)
JcCind.

Supposons / et J étrangers et fixons x € INJ. llexiste i€ letje Jtelsque i+j=14.
Il s’ensuit
X+ jX = X.

Il reste a voir que ix € IJ et jx € IJ pour conclure que x € IJ. [ ]
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Vers les restes chinois

Nous allons étendre ce dernier résultat a un nombre fini d’'idéaux. C’est dans cet
objectif que nous allons établir le lemme ci-dessous :

Lemme
Soient A un anneau commutatif, n > 1 un entier, /. /4, ..., I, des idéaux de A. Si | est
étranger avec l, pour chaque k € {1,...,n}, alors il est étranger au produit /1 . .. .

Démonstration. On note P := /1 ... I,. Supposons que / soit étranger avec I pour
chaque k € {1,...,n}. On peut donc trouver pour chaque k € {1,...,n} xx € I et
ak € Ix tels que 14 = xk + ak. Il vient alors

n
ka+ak —1A
k=1

En développant le produit ci-dessus, on peut écrire pour un certain b € /

Onconclut alorsque 14 € I+P,i.e., A=1+P. | |
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Produit fini d’idéaux étrangers

Lemme
Soient A un anneau commutatif, n > 1 un entier, /1,..., I, des idéaux de A deux a
deux étrangers. Alors,ona ly...Ip=1N...N .

Démonstration. Soit (Jp)n>1 une suite d'idéaux de A deux a deux étrangers. Pour
chaque entier k > 2, on note P(k) la propriété : "Ji...Jx =Ji N...NJk". Nous allons
montrer par récurrence que P(k) a lieu pour tout entier k > 2.

La propriété P(2) a déja été établie précédemment.

Fixons un entier k > 2. Supposons que P(k) ait lieu. On pose H = J; ... Jk. Notre
hypothese de récurrence nous dit que H = J; N...N Jk. Puisque Jx,1 est étranger
avec Jq,..., Jk, le lemme précédent nous dit que Jk,1 est étranger avec I'idéal H. On

conclut alors (la encore par un résultat vu ci-dessus) que HJk,1 = HN Jky1, i€,
J1ooodket =Jd1 NNk -

La récurrence est terminée et la démonstration également. u
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Théoreme des restes chinois

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et d’établir I'extension du théoréme
des restes chinois au cadre d’un anneau commutatif quelconque.

Théoréme

Soient A un anneau commutatif, n > 1 un entier et /1, ..., I, des idéaux de A deux a
deux étrangers, P = Iy ... I, leur produit. Alors, I'application

@ :A/P— A/l x ... x A/l définie par

o(x+P)=(x+h,...,x+1Ip) pourtoutx € A

est un isomorphisme d’anneaux.
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La démonstration

Le fait que ¢ soit un morphisme d’anneaux découle des structures d’anneaux
quotients et de la structure naturelle d’anneau produit. On note B= A/l X ... X A/In.
On vérifie tout de suite que pour tout x € A, on a

n
P(x+P)=0g & Vke{1,....n} X+l =04/, S xE () k-
k=1

Ces équivalences et I'égalité (_; Ik = [T_q Ik entrainent que ker(¢) = {04/p}, i€, @
est injective.
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La démonstration - suite et fin

Montrons que ¢ est surjective. Pour chaque k € {1,...,n} fixons yx € A/lx. Pour
chaque k € {1,..., n}, il existe x € Atel que xk + Ik = yx. Pour chaque r € {1,...,n},

posons
Jr = n /k=H/k.
k#r k#r
Notons que pour tout r € {1,...,n} I est J, sont étrangers (d’aprés un résultat

précédent) donc il existe a, € I, et ¢, € J, tels que a, + ¢, = 14. On pose maintenant

N

X = Ck Xk -

k

Fixons i € {1,...,n}. On a évidemment

X —Xj = Z CkXk +(Ci — 1a)Xi.
k#i
Pour tout k € {1,...,n} avec k # i, on a ¢k € Jx = Mjzk lj C Ii- Ceci et I'égalité
¢i—1a=—aj € [y montrent que x — x; € l;. On conclut que x + [; = x; + [; = y; puis
Ox+P)=(x1+h,....Xn+1n) = (Y1, Vn)- =
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Corps des fractions d’un anneau integre

Question. Etant donné un anneau commutatif A, peut-on construire un corps K
contenant A ?

Pour A=Z. (resp. A=IR[X]) la réponse est "oui" avec K = Q le corps des rationnels
(resp. K = IR[X] le corps des fractions rationnelles a une indéterminée a coefficients
réels). Rappelons qu’un élément de K = Q est décrit par un élément (a,b) € Z x Z*
traditionnellement noté %. De méme un élément de K = IR(X) est décrit par un
élémeént (P, Q) € R[X] x R[X]* noté £.

Nous allons étendre cette construction au cas d’'un anneau commutatif integre
quelconque en s’inspirant des équivalences

a P
- = — — — P R
@ad bec < PS=Q

valides pour tout (a, b), (c,d) € Z x Z*, pour tout (P, Q), (R, S) € IR[X] x R[X]*.
Notons que l'intégrité est une condition nécessaire puisqu’un corps est integre.

:U
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La construction

Soit A un anneau commutatif intégre. On munit I'ensemble E := A x A* d’une relation
binaire % définie pour tout (a, b), (¢, d) € E,

(a,b)%(c,d) < ad = bc.
On commence par vérifier (grace a la commutativité et a I'intégrité de A) que % est

une relation d’équivalence, i.e., réflexive, symétrique et transitive. Lensemble quotient
E /2 est noté Frac(A) ou parfois K(A).

Traditionnellement, la classe d’équivalence d’un élément (a, b) € E est notée g, ie.,

={(c,d) € E:(a,b)Z(c,d)} ={(c,d) € E:ad = bc}.

ol

Elle est appelée fraction de numérateur a et de dénominateur b.

Lensemble Frac(A) s’appelle ’'ensemble des fractions de A.
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Structure de corps pour I’ensemble des fractions

Nous allons ici voir comment munir naturellement 'ensemble des fractions d’une
structure de corps commutatif.

Soit A un anneau commutatif intégre. On note K := Frac(A) et E := A x A*.

En observant que pour tout (a1, bt),(c1,d1), (az, b2),(co,db) € E
ai ¢ a asb c1dz + Cpd aja cic

vie{1,2), 8.5 1b2 +a2by _ C102 +C20h 182 _Cice

b d; by b dydo bybo  dido
nous pouvons définir deux lois internes sur K, notées +x et X en posant pour tout

(a,b), (@, b)) € E

a 4 ab+db ot 2 ad ad
Tk Ik == —
b b bb/ b Ko T b

Des vérifications immédiates permettent d’établir le résultat crucial ci-aprés :

Théoreme

Lensemble des fractions de A muni des deux lois ci-dessus +x et Xk est un corps

commutatif dont les éléments neutres respectifs sont Ok := ?—: etk = ]—:

Lensemble Frac(A) est mieux connu sous le nom de corps des fractions. 2



Injection canonique dans le corps des fractions

Nous répondons ici a notre question initiale, a savoir que tout anneau commutatif
intégre s’identifie a une partie d’un corps commutatif. Plus précisément :

Proposition
Soient A un anneau commutatif intégre. Lapplication j : A — Frac(A) définie par

a
j(a@):= — pourtoutac A
14
est un morphisme d’anneaux injectif.

Démonstration. Ceci découle directement de la définition de la loi additive et
multiplicative du corps des fractions Frac(A). ]
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Vers la propriété universelle du corps des fractions

Un constat évident : si le corps des fractions d’'un anneau commutatif integre A
s’injecte dans un corps K, alors I'anneau A doit s’injecter dans K.

Plus précisément, notons F := Frac(A) et considérons un morphisme d’anneaux

¢ : F — K. Ce dernier est injectif puisque F et K sont des corps. On en déduit que
I'application ¢ oj est un morphisme d’anneaux injectif. Ceci est résumé a travers le
diagramme ci-dessous :

AL~ o

L F
) 4
f=@oj j
K
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Propriété universelle du corps des fractions

Question : Existe t-il une réciproque au constat ci-dessus ? Autrement dit, si A
s’injecte dans un corps K, est-ce que Frac(A) s’injecte dans K ?

Théoreme

Soient A un anneau commutatif integre, K un corps commutatif et f : A — K un
morphisme d’anneaux injectif. Alors, il existe un uniqgue morphisme d’anneaux
¢ : F :=Frac(A) — K telque f= @ oj.

AC—/>F

9

Y
K
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La démonstration

On commence par vérifier (en exploitant le fait que f soit un morphisme d’anneaux
injectif et que K est un corps) pour tout a,d € A, b,b’ € A\ {04}

a_ a = f(a)f(b)~" = f(a)f() "
b v '
Ceci permet de considérer I'application ¢ : F — K définie par
<p(§) —f()f(y)"" pourtout(x,y) € Ax A\ {04}.

On vérifie sans difficultés que ¢ est un morphisme d’anneaux qui satisfait f = ¢ oj.

Soit ¥ : F — K un morphisme d’anneaux tel que f= yoj. On a

2 )= (D(i) =f(a) pourtouta € A.

"’(ﬂ 1a

Il reste a voir que ceci entraine pour touta€ Aetb € A\ {04}

a b _
y(—)"

aia a

1B

- -1 _
o(2) =f(af(b) " =y( b

W) v
La démonstration est terminée. [ |
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Maximalité et corps

A ce stade, nous savons que Z/pZ. est un corps si et seulement si p est premier.
Observons que l'idéal (p) avec p premier bénéficie d’'une certaine propriété de
maximalité, a savoir pour tout entier k > 1,

Ceci conduit a introduire la définition suivante :

Définition

Soit / un idéal d’un anneau commutatif A avec / # A. On dit que / est maximal si les
seuls idéaux qui le contiennent sont lui-méme et A.

Nous allons exploiter cette propriété afin de caractériser le type d’'ideaux / pour
lesquels le quotient A// est un corps.
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Maximalité et corps

On a l'important résultat suivant :

Proposition

Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A. Alors, I'idéal / est maximal si et
seulement si 'anneau quotient A// est un corps.

=, Supposons que / soit maximal (en particulier, / # A). Soitac A\ 1. OnalC [+aA
et | # /+aA (sinon a € /). Via la maximalité de /, on a /+aA = A. On peut alors écrire
i+ak =14 pour un couple (i,k) € I x A. Il vient

TA(i + ak) = ma(@)ma(k) = 14/
en particulier ma(a) est inversible dans A//. On conclut que A// est un anneau
(commutatif) non nul dont tout élément non nul est inversible, i.e., A/ est un corps.

<, Supposons que A/ soit un corps (en particulier, A/l contient deux éléments et
donc / # A). Soit J un idéal de A contenant / et tel que J # /. Fixons j € J\ /. Ona
A= 0a/1s donc il existe k € Atel que

ma(k) =14,

ce quidonne i € Itel que kj+i=14. Puisque / C J,ona 14 € J et ceci nous dit que
J = A. En conclusion, l'idéal J est maximal. | 85



Idéal maximal et irréductibilité

On dispose d’une description explicite des idéaux maximaux d’un anneau principal :
Proposition
Soient A un anneau commutatif intégre et a € A\ {04}.

Si I'idéal (a) est maximal, alors I'élément a est irréductible dans A. Si de plus, A est
principal, alors I'implication ci-dessus est une équivalence, i.e., (a) est maximal si et
seulement si a est irréductible dans A.

Avant de donner la démonstration de ce résultat, il convient de noter que :

- Si Aestun anneau réduit a deux éléments, disons A= {04,14}, alors (04) est
un idéal maximal tandis que I'élément 04 n’est pas irréductible dans A.

- Nous verrons plus loin que 2 est irréductible dans A = Z[i /5] mais que 'idéal
(2) n’est pas maximal dans A. En vertu du résultat précédent, nous obtenons
que A n’est pas principal.
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La démonstration

=, Supposons que (a) soit maximal. Observons que a¢ A* (dans le cas contraire, on
aurait (a) = A). Ecrivons maintenant a = bc avec b, c € A. Puisque a € (b) et a € (c),
on doit avoir (b) = (a) ou (b) = A et de méme (c) = (a) ou (c) = A. Supposons que

(b) = (a) et (¢) = (a). l existe alors k, k' € Atels que b = ak et c = ak’. On obtient alors

a=bc = akak' = 8kk'

ou encore a(akk’ —1,) = 04. Lintégrité de A et la non nullité de a donnent alors
akk’ =14, en particulier a € A*. Ceci étant contradictoire, nous devons avoir
nécessairement (b) = A ou (c) = A ce qui garantit que b ou c est inversible dans A.

<, Supposons que a soit irréductible dans A. Par définition, on a a¢ A* et ceci
entraine A # (a). Soit J un idéal de A contenant (a) et J # (a). Puisque A est principal,
il existe b € Atel que J = (b). Linclusion (a) C (b) nous dit qu’il existe ¢ € A tel que
a= be. Lirréductibilité de a dans A entraine que b € A* ou ¢ € A*. Sic € A*, on voit
tout de suite que b= c~"a puis que (a) = (b) et ceci est contradictoire. Finalement, on
ab e A* et ceci montre que J = A. |
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Idéal premier

On s'intéresse maintenant au type d'idéaux / qui font du quotient A// un anneau
integre.

Définition

Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A avec / # A. On dit que / est
premier lorsque pour tout a, b € A, on a l'implication

abel=acl ou bel.

Soit p > 2 un entier. Alors, p est un nombre premier si et seulement si pZ. est
un idéal premier.

Soit A un anneau commutatif. Alors, A est integre si et seulement si (04) est
premier.

Dans R® muni de sa structure naturelle d’anneau, I'déal

Io={feRR:f0)=0}

est premier.
Soit f : A— B un morphisme d’anneaux non nul entre deux anneaux A et B. Si
B est intégre, alors ker(f) est un idéal premier.
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Primalité et intégrité

Proposition
Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A avec / # A. Alors, l'idéal / est
premier si et seulement si 'anneau quotient A// est intégre.

Démonstration. =, Supposons que / soit premier. Soient a,b € A// tels que
ab=0y,. llexiste x,y € Atels que a=ma(x) et b= ma(y). Il vient alors

”A(X,V) =ab= OA/I7

i.e., xy € I. Le fait que / soit premier nous dit alors que x € fou y € /,i.e., a= 04/, 0u
b= OA/I'

<, Supposons que A// soit intégre. Soient a,b € Atels que ab e I. On a
04/1 = ma(ab) = ma(a)wa(b).

Lintégrité de A// nous dit alors que ma(a) = 04/ 0U a(b) = 0a/1: ie,acloubel m
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Maximal entraine premier

Corollaire
Tout idéal maximal d’'un anneau commutatif est premier.

Démonstration. Ceci résulte du fait que tout corps est un anneau intégre. |

La réciproque est fausse | Dans un anneau commutatif integre A, I'idéal nul (04) est
premier alors qu'il est rarement maximal.

90



Un bref retour sur les ensembles ordonnés

Nous allons avoir besoin d’'un résultat de théorie des ensembles pour poursuivre
notre étude.

Soit (E, =) un ensemble ordonné.

On dit qu’une partie non vide C de E est une chaine (ou encore totalement
ordonnée) lorsque pour toute paire d’éléments x,y € C,ona x < you y = x.

Un élément z de I'ensemble ordonné (E, <) est dit é&tre maximal lorsqu’il
n'existe dans E aucun élément y € E\ {z} vérifiant z < y.

Pour une partie S non vide de I'ensemble ordonné (E, <), un élément m € E est
dit étre un majorant de S dans E lorsque pour tout x € S,ona x < m.

On dit que (E, <) est ordonné inductivement lorsque toute chaine de E admet
un majorant dans E.
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Des énoncés majeurs de la théorie des ensembles

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme (Lemme de Zorn)

Tout ensemble ordonné inductivement admet un élément maximal.
Le lemme de Zorn est connu pour étre équivalent a :

Axiome (du choix)
Soient / un ensemble non vide et (A;);c; une famille de parties non vides d’un
ensemble X. Il existe une application f : | — X telle que f(i) € A; pour tout / € /.
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Théoreme de Krull

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat ci-dessous :
Théoréme (Krull)

Soient A un anneau commutatif et / un idéal de A avec / # A. Alors, il existe un idéal
maximal M de Atel que | C M.

Démonstration. On note E I'ensemble des idéaux J de A différents de A et
contenant /. Cet ensemble est évidemment non vide car il contient /. On munit E de
la relation d’ordre induite par l'inclusion C. Soit 4" une chaine de E. On vérifie sans
peine que I'ensemble L :=J ¢ J est un élément de E. Par ailleurs, 'ensemble L est
un majorant de % .

Lensemble (E, C) est donc ordonné inductivement : il admet un élément maximal M
d’aprés le lemme de Zorn. Lensemble M est donc un idéal de A différent de A
contenant /. Soit B un idéal de Aavec M C Bet B+ A. Si B+# M, alors M n’est pas
un élément maximal de (E, C). On conclut que M = B, i.e., M est un idéal maximal de
A. Ceci termine la démonstration ]
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Nous allons étendre les nombreuses propriétés arithmétiques de Z et K[X] et les
concepts associés (pgcd, ppcm, premiers,...) a un grand nombre d’anneaux
commutatifs.

Définition

Soient A un anneau commutatif et a,b € A. On dit que a divise b lorsqu'’il existe

¢ € Atel que ac = b. On note alors a | b.

® On pourrait sans peine définir la notion de divisibilité a gauche et a droite (qui
coincident dans un anneau commutatif) : nous n’en aurons pas l'usage.

® Un élément inversible d’'un anneau commutatif divise tous les éléments de cet
anneau.

® Tout élément d’'un anneau commutatif A divise 04.

® Soient a, b deux éléments d’un anneau commutatif A. On vérifie que a | b si et
seulement si (b) C (a).

® La relation binaire induite par la divisibilité dans un anneau commutatif est
réflexive et transitive : elle n’est cependant pas antisymétrique.
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Association dans un anneau commutatif

Revenons un instant sur I'absence d’antisymétrie de la relation de divisibilité dans un
anneau commutatif et observons que :

® Pour tout m,n€ Z,
(n|m et m|n=m=x=£n,
i.e., met nsont égaux a un inversible prés de Z.
® Pour tout P, Q € K[X] (ou K est un corps commutatif) :
(PlQ et Q|P)=32eK\{0},P=1Q,
i.e., P et Q sont égaux a un inversible pres de K[X].

Ceci améne a introduire le concept ci-dessous :

Définition

Soient a, b deux éléments d’'un anneau commutatif A. On dit que a et b sont
associés lorsque a| betb| a.
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Caractérisations de I’association dans un anneau intégre

On peut caractériser I'association comme suit :

Proposition
Soient a, b deux éléments d’'un anneau commutatif et intégre. Sont équivalentes :

(i) Les éléments a et b sont associés.
(ii) Il existe c € A* tel que a = bc.

(iii) Les idéaux (a) et (b) coincident, i.e., (a) = (b).

Démonstration. (/) = (ii), Supposons que a et b soient associés. On peut supposer
a# 04 (sinon la propriété voulue est immédiate). Il existe c,d € Atels que ac = b et
bd = a. Il vient alors acd = bd = a puis a(cd —14) = 04. Lintégrité de A nous dit alors
que cd =14, i.e,, c et d sont inversibles dans A.

(i) = (iii), Supposons que a = bc pour un certain ¢ € A*. On a tout de suite a € (b)
puis (a) C (b). Pour obtenir I'inclusion renversée, il suffit de procéder de méme en
exploitant I'égalité b=ac™".

(iif) = (i), Il suffit de voir que I'inclusion (b) C (&) entraine a | b tandis que l'inclusion
(a) C (b) donne b | a. [ |
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Elément premier

La notion de divisibilité dans un anneau commutatif va maintenant nous permettre de
définir le concept de primalité dans un anneau. On s’inspire pour cela du célebre
lemme d’Euclide ou encore de la définition d'idéaux premiers vue ci-dessus.

Définition

Soit a un élément d’'un anneau commutatif A. On dit que a est premier lorsque

a¢ A* et lorsque pour tout x,y € A,

alxy=alx ou aly.
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Idéal principal engendré par un premier

On a déja vu que si I'idéal (a) est maximal, alors I'élément a est irréductible (on
rappelle que la réciproque est fausse en général). Dans le cas de la primalité, on
dispose d’une équivalence :

Proposition
Soient A un anneau commutatif et a € A\ A*. Alors, I'élément a est premier dans A
si et seulement si I'idéal (a) est premier dans A.

Démonstration. =-, Supposons que a soit premier. Notons que si (a) = A, alors
14 € (a) et ceci montre que a est inversible. On a donc (a) # A. Soient ¢,d € Atels
que cd € (a). Ona a| cd puis (par primalité de a) a| cou a| d, i.e.,, c € (a) ou d € (a).

<, Supposons que (a) soit premier. Soient ¢,d € Atels que a| cd. Ona cd € (a)
puis (par primalité de l'idéal (a)) c € (a) ou d € (a),i.e.,, c € (a) ou d € (a). |
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Premier implique irréductible

Il convient d’examiner les liens entre primalité et irréductibilité.

Proposition
Soient A un anneau commutatif intégre et a€ A\ {04}. Si a est premier dans A,
alors a est irréductible dans A.

Démonstration. Supposons que a soit premier dans A. Notons que A # {04} et que
an’est pas inversible dans A. Par I'absurde, supposons que a ne soit pas irréductible
dans A. On peut écrire a= xy avec x,y € A non inversibles dans A. Supposons par
I'absurde que a | x. Puisque x | a, a et x sont associés, i.e., il existe b € A* tel que
a=xb = xy. Lintégrité de A assure alors que b = y et ceci est absurde compte-tenu du
caractére non inversible de y. On conclut que a{ x. De méme, a{ y. Ainsi, a n'est
pas premier dans A et ceci est contradictoire. ]
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La réciproque est fausse !

On considére 'anneau A = Z[i\/5] := {a+i\/5b: a,b € Z} qui est commutatif (et
integre puisque A C C). Nous allons montrer que 2 est irréductible dans A mais qu'il
n’est pas premier dans A.

On observe facilement que
=(1—iVB)(1+iv5)=2x3,

en particulier 2 | z. Puisque 2 1 (1+i+/5) et 2 f (1 —i+/5), on conclut que 2 n'est pas
premier dans A.

Pour obtenir Iirréductibilité, on introduit I'application N : A — IN définie par
N(a+i\/5b) = a®+5b> pourtouta,b € Z.

On vérifie que N est multiplicative, i.e., N(zz') = N(z)N(Z') pour tout z,Z2' € A. I
découle de cecique A* = {—1,1} et donc 2 n'est pas inversible dans A. Il reste & voir
que si 2 = xy pour un certain couple (x,y) € A%, on a4 = N(2) = N(xy) = N(x)N(y) et
nécessairement N(x) =1 ou N(y) = 1. On conclut que 2 est irréductible dans A.
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Cet exemple montre que :

- 2 estirréductible dans A := Z[i /5] mais pas premier dans A.
- An’est pas principal.

- (2) n'est pas un idéal premier de A (donc A/(2) n'est pas un anneau intégre). En
particulier, (2) n’est pas un idéal maximal de A (bien que 2 soit irréductible dans
'anneau A).
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Anneau euclidien

Sur Z ou sur K[X] (ou K est un corps commutatif) nous disposons d’une division
euclidienne. Cette division euclidienne permet notamment d’établir la principalité de
ces anneaux. Nous introduisons maintenant une forme de division euclidienne sur les
anneaux :

Définition

Soit (A;+, ) un anneau integre et commutatif. On dit que A est euclidien lorsqu’il

existe une application v : A\ {04} — IN telle que pour tout a € A et pour tout

b€ A\ {04}, il existe un couple (g, r) € A% (non nécessairement unique) tels que

a=bg+r avec r=04 ou V(r) <V(b).

Une telle application v est appelée stathme euclidien sur A.
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Euclidien implique principal

En adaptant (Iégerement) la démonstration du caractere principal de Z, on montre la

Proposition
Soit (A;+,-) un anneau commutatif. Si A est euclidien, alors A est principal.

Démonstration. Supposons que A soit euclidien, en particulier A # {04}. Notons v
un stathme euclidien de A. Soit .# un idéal de A. Lensemble

Q:={v(i):ie 7 \{0a}}

étant une partie non vide de IN, elle admet un plus petit élément noté w. Soit

be #\ {04} tel que v(b) = . Nous allons établir que .# = bA. Commengons par
voir que inclusion bA C .7 est évidente. Montrons l'inclusion renversée. Fixons

ac 7. llexiste q,r € Atelsque a=bqg+ravec r=04 ou v(r) < v(b). Sir=0pb, alors
a € bA et I'égalité désirée a lieu. Supposons donc r # 04. Puisque b, aq € .7, on doit
avoir r=a—bq € %\ {04} et ceci entraine v(r) > ® = nu(b), une contradiction. On
conclut que l'idéal .7 est principal. La démonstration est terminée. |

La réciproque est fausse : il existe des anneaux principaux qui ne sont pas euclidiens.
Lexemple classique (et non trivial) est donné par Z[%].
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Plus grand commun diviseur

Définition

Soient a, b deux éléments d’'un anneau commutatif integre A. On dit que d € A est
un plus grand commun diviseur (abrégé en p.g.c.d.) de a et b lorsque d | a et

d | b et lorsque pour tout x € A,

(x|a et x|b)=x]|d.

Lensemble des p.g.c.d. de a et b est noté P.G.C.D.(a, b).

On a bien sdr que tout p.g.c.d. de a et de b est un p.g.c.d. de b et de a (et
donc P.G.C.D.(a,b) = P.G.C.D.(b, a)).

Pour tout x € A, x € P.G.C.D.(x,04) (en particulier, 04 € P.G.C.D.(04,04)).
Le p.g.c.d. de deux éléments non simultanément nuls est non nul.

On peut définir de maniére analogue la notion de p.g.c.d. pour une famille finie
d’éléments non nuls d’'un anneau commutatif intégre.
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Un p.g.c.d. ou le p.g.c.d. ?

Un simple examen de la situation sur Z ou sur K[X] (avec K corps commutatif) nous
dit d’ores et déja que l'unicité du p.g.c.d. sur ces deux anneaux est artificielle. Elle
provient en effet d’une convention : positif pour Z et unitaire pour K[X].

Soient a, b deux éléments d’'un anneau commutatif integre A et d un p.g.c.d. de a et
de b. Si 6 € A désigne un p.g.c.d. de a et de b, on a doit avoir d | § et § | d.
Lintégrité de I'anneau A nous dit alors que d et 0 sont égaux a un inversible prés, i.e.,
d =ud avec u € A*. En conséquence, on a I'égalité

P.G.C.D.(a,b) = {du:ue A"} =: dA™.

Ainsi, 'ensemble des p.g.c.d. de a et de b est entierement déterminé par la donnée
d’'un seul p.g.c.d. de aet de b.
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Générateur de I'idéal somme et p.g.c.d.

Le résultat ci-dessous est aussi simple que fondamental :

Proposition
Soient a, b deux éléments d’'un anneau A commutatif integre. Si (a) + (b) = (d) pour
un certain d € A, alors d est un p.g.c.d. de aetde b. 3

Démonstration. On suppose qu'il existe d € A tel que (a) +(b) = (d). On vérifie tout
de suite que pour tout x € A,

(x]a et x|b)<(d)=(a)+(b) C (x).

L'élément d divise bien sir a et b. Par ailleurs, si x est un diviseur commun a a et b,
alors (d) C (x) d'aprés ce qui précede, i.e., x | d. On conclut que d est un p.g.c.d. de
aetde b. |

3Remarque. Lidéal engendré par un p.g.c.d. de a et b n’est pas toujours (a) + (b). Dans R[X, Y] := (R[X])[ Y],
1 estunp.g.c.d. de X et Y mais (X) +(Y) # (1).
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Anneau a p.g.c.d.

Nous introduisons ici une nouvelle classe d’anneaux en lien avec la notion de p.g.c.d.
Définition

On dit qu'un anneau est un anneau a p.g.c.d. lorsqu’il est commutatif, intégre et si
tout couple d’éléments non nuls admet un p.g.c.d.

Cette définition et le résultat précédent donnent sans difficultés :

Proposition
Tout anneau principal est un anneau a p.g.c.d.
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Plus petit commun multiple

Sans surprise, nous pouvons définir de maniere analogue la notion de p.p.c.m.
Définition
Soient a, b deux éléments d’'un anneau commutatif intéegre A. On dit que m € A est
un plus grand commun multiple (abrégé en p.p.c.m.) de a et b lorsque a | m et
b | m et lorsque pour tout x € A,

(a|x et b|x)=m]|x.

Lensemble des p.p.c.m. de a et b est noté P.P.C.M.(a, b).

On a bien sdr que tout p.p.c.m. de a et de b est un p.p.c.m. de b et de a (et
donc P.P.C.M.(a, b) = P.P.C.M.(b, a)).
Pour tout x € A, 04 € P.P.C.M.(x,04) (en particulier, 04 € P.P.C.M.(04,04)).

On peut définir de maniéere analogue la notion de p.p.c.m. pour une famille
finie d’éléments d’'un anneau commutatif integre.
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Unicité du p.p.c.m. ?

Comme dans le cas des p.g.c.d., on ne peut espérer une propriété d’unicité du
p.p.c.m.

Etant deux éléments a, b d’'un anneau commutatif intégre qui admettent un p.p.c.m.
noté m, on peut vérifier sans difficultés (grace a 'intégrité de A) que I'ensemble
P.P.C.M.(a,b) des p.p.c.m. de a et de b satisfait

PP.CM.(a,b)={mu:ue A"} = mA~.

Ainsi, la donnée d’un p.p.c.m. de a et de b suffit a déterminer complétement
’ensemble des p.p.c.m. de aet de b.
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Générateur de I'idéal intersection et p.p.c.m.

On a vu ci-dessus que le p.g.c.d. est lié¢ a la somme des idéaux (a) + (b). On donne
ci-dessous un résultat analogue pour le p.p.c.m.

Proposition

Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau A commutatif integre. Lidéal

(a) N (b) est principal si et seulement si a et b admettent un p.p.c.m. Si tel est le cas,
tout générateur de (a) N (b) est un p.p.c.m. de a et de b.

Démonstration. On vérifie tout de suite que pour tout x € A,
(@a|x et b|x)& (x)C(a)n(b).

=, On suppose qu’il existe m € A tel que (a) N (b) = (m). Lélément m est bien sir un
multiple commun a a et a b. Il reste a voir que I'équivalence ci-dessus entraine que
tout multiple commun m’ de a et de b satisfait (m') C (m), i.e., m | m'.

<=, Soit mun p.p.c.m. de a et de b. Léquivalence énoncée ci-dessus nous dit que
(m) C (a)N(b) =: I. Fixons ¢ € I. Il est clair que ¢ est un multiple commun a aet a b,
d’ou linclusion ¢ € (m). Légalité voulue en découle. ]

Corollaire
Tout couple d’éléments non nuls d’'un anneau principal admet un p.p.c.m.
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Lexistence d’un p.p.c.m. entraine I’existence d’un p.g.c.d.

Il est naturel d’étudier les liens entretenus par ces deux concepts.
Théoreme

Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau commutatif intégre A admettant un
p.p.c.m. Alors, a et b admettent un p.g.c.d. De plus, on a

md ~ ab,

pour tout d € P.G.C.D.(a, b) et pour tout m € P.P.C.M.(a, b).
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La démonstration

Notons m un p.p.c.m. de a et de b. Observons tout d'abord que m | ab puisque ab est
un multiple de a et de b. |l existe ainsi d € A tel que md = ab. Nous allons montrer
que d estun p.g.c.d. de aetde b.

Ontire de a| met de b | mI'existence de k., I € Atels que ak = m et bl = m. |l S’ensuit
a(kd — b) =04 et b(ld — a) = 04. Lintégrité de A nous dit que kd —b=04=1Id —a, en
particulier d | aetd | b.

Soit § un diviseur commun de a et de b. |l existe alors k', I’ € Atels que k' = aet
81" = b. On abien sirr & | ab et ceci permet d’écrire ab = ¢ pour un certain ¢ € A. Il
vient abk’ = §k’c = ac et abl' = §/'c = be puis par intégrité de A, a| cetb|c. Onen
déduit que ¢ est un multiple commun a a et b et donc m | c. Cette derniére relation
nous donne e € A tel que me = ¢. En multipliant par &, on en arrive a

dme = dc¢ = ab=md. En combinant le caractére intégre de A avec le fait que m # 04,
on aboutit & & | d. On conclut que d est un p.g.c.d. de a et de b.

La relation d’association souhaitée découle de I'égalité md = ab et du fait que deux
p.g.c.d. (resp. deux p.p.c.m.) de a et de b sont associés. ]
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Lexistence d’un p.g.c.d. NENTRAINE PAS I'existence d’un p.p.c.m.

Nous allons voir que I'existence d’un p.g.c.d. n’entraine pas I'existence d’un p.p.c.m.
On note A = Z[i /5] et on définit I'application N : A — IN par

N(x +iy v/5) = x2 +5y® pourtouta,b € Z.

On vérifie sans difficultés que N est multiplicative. A I'aide de cette application, on
montre que A* = {—1,1} et que les seuls diviseurs communs a a:=2 et a

b :=1+i+/5 sont les inversibles. Ainsi, d := 1 est un p.g.c.d. de a et de b. Supposons
que a et b admettent un p.p.c.m. noté m. Le résultat précédent nous dit alors que
m1=m~ ab=2(1+i+/5). Par ailleurs, 6 est un multiple commun de a et b puisque

(1—iVB)(1+iV/5)=6=3x2.

On en déduit que m | 6 puis b=1+i+/5 | 3. ll existe alors z € Atel que bz = 3. Ceci
entraine N(b)N(z) = N(3) =9, i.e., 6N(z) = 9. Ceci étant absurde, on conclut que a et
b n’ont pas de p.p.c.m.
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Eléments premiers entre eux

On peut étendre le concept d’éléments premiers entre eux sans avoir recours aux
notions de p.g.c.d ou de p.p.c.m.
Définition
Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau commutatif et integre A. On dit que
a et b sont premiers entre eux lorsque les seuls diviseurs communs a a et a b sont
les éléments inversibles de A.

Soient A un anneau commutatif intégre, a,b € A\ {04}.

® Supposons que a n’est pas inversible dans A. Si b € (a), alors a et b ne sont
pas premiers entre eux.

® Supposons que a est irréductible dans A (donc en particulier a n’est pas
inversible dans A) et b ¢ (a). Alors, a est b ne sont pas premiers entre eux. Nous
verrons que la réciproque a lieu dans les anneaux a p.g.c.d.
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Eléments premiers entre eux - Caractérisations

On caractérise ici les éléments premiers entre eux via les notions de p.g.c.d. et
p.p.c.m.

Proposition

Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau A commutatif et intégre. Ont lieu :

(a) Les éléments a et b sont premiers entre eux si et seulement si 14 est un p.g.c.d.
de aet b, ie., P.G.C.D.(a,b) = A*.

(b) Si aetbontunp.p.c.m., alors a et b sont premiers entre eux si et seulement si
ab est un p.p.c.mde aet b, i.e., P.P.C.M.(a,b) = abA*.
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La démonstration

Commencons par établir (a).

=, Evidemment 14 est un diviseur commun a a et a b. Soit d un diviseur commun a a
et a b. Par hypothése, d € A* et ceci nous dit que dd~" = 14, en particulier d | 14.
<, Soit d un diviseur commun a a et a b. Par hypothése, d | 14, i.e., il existe e € Atel
que de =14. On conclut que d est inversible dans A.

Nous allons maintenant montrer (b). Supposons que a et b admettent un p.p.c.m.
noté m.

=, D’aprés l'implication = précédente, nous savons que 14 est un p.g.c.d. de a et b.
I suffit alors d’invoquer le résultat liant I'existence d’un p.p.c.m. a celle d’un p.g.c.d.
pour obtenir m14 = m ~ ab.

<, Par application du résultat d’existence p.p.c.m./p.g.c.d., nous sommes assurés de
I'existence d’'un p.g.c.d. pour a et b noté d. Ce méme résultat nous dit également que
md ~ ab. D’autre part, notre hypothése nous donne tout de suite m ~ ab. On en

déduit que d est inversible dans A, en particulier 14 est un p.g.c.d. de a et de b. u
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Eléments premiers entre eux dans un anneau a p.g.c.d.

Soient a,b € Z non nuls et d un p.g.c.d. de a et b. Il est bien connu que les entiers &
et b tels que a=dd et b= db’ sont premiers entre eux. Nous étendons ce résultat
trés utile dans le cadre des anneaux a p.g.c.d.
Proposition
Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau commutatif intégre A admettant un
p.g.c.d. et d un diviseur commun & a et & b. Soient &, b’ € Atels que a=dd et
b=db. Alors, d € P.G.C.D.(a,b) si et seulement si &, b’ sont premiers entre eux.

Démonstration. =, Supposons que a et b admettent d pour p.g.c.d. Soit 6 € Aun
diviseur commun de & et de b'. Bien sir, 5d est un diviseur commun de a= dd’ et
b=db'. Le fait que d soit un p.g.c.d. de a et b nous donne alors que dd divise d, d’ol
I'on tire (par intégrité de A et le fait que d # 04) que & est inversible.

<, Supposons que a et b soient premiers entre eux. Soit § un p.g.c.d. de a et de b.
On a bien s0r que d est un diviseur commun a a= da’ et b = db’ et ceci entraine que
d| 8. Soit k € Atel que kd = 8. Puisque & divise dd’ et db/, il existe /,m € Atels que
16 =dd et md = db'. |l s’ensuit kdl = da’ et kdm = db’ puis par intégrité de A (et le fait
que d # 0) kI = & et km = b/. On obtient alors que k est un diviseur commun & & et b/,

i.e., k est inversible dans A. On conclut que § | d. La démonstration est terminée. ®
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Extension du lemme de Gauss

Le célebre lemme de Gauss s’étend au cadre des anneaux a p.g.c.d.

Proposition (Lemme de Gauss)

Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau commutatif intégre A admettant un
p.g.c.d. Sont équivalentes :

(a) Les éléments a et b sont premiers entre eux.

(b) Pour tout ¢ € A, on a l'implication

albc=alec.

Démonstration. (a) = (b), Soit ¢ € A. Supposons que a| be. Si c =04, il Ny arien a
établir. Supposons donc ¢ # 04. D’apres un résultat précédent, ¢ est un p.g.c.d. de
ca et cb. Ceci et le fait que a soit un diviseur commun a bc et a ac donnent tout de
suite que a | c.

(b) = (a), Soit d un diviseur commun & a et a b. |l existe alors ¢,d € Atels que a=dc

et b= de. On a bc = dec = ae, en particulier a | bc. Par hypothése, il vient a| c. On

obtient alors k € A tel que ak = c. Cette derniere égalité combinée a a = dc donne

dck = c. Lintégrité de A et le fait que ¢ # 04 entrainent dk = 14, i.e., d est inversible

dans A. m 8



Homogénéité du P.G.C.D.

Nous déduisons du lemme de Gauss un résultat d’homogénéité pour le p.g.c.d.
Proposition

Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau commutatif intégre A admettant un
p.g.c.d. Alors, on a

P.G.C.D.(ca,cb) = cP.G.C.D.(a,b) pourtoutc € A\{0}.

Démonstration. Fixons ¢ € A non nul. Soit d € P.G.C.D.(a, b) # 0. Il nous suffit
d’établir que cd est un p.g.c.d. de ca et cb car alors

P.G.C.D.(ca, cb) = cdA™ = cP.G.C.D.(a, b).

Bien sdr, I'élément cd est un diviseur commun de ca et ¢b puisque d est lui-méme un
diviseur commun de a et b. Considérons maintenant x un diviseur commun de ca et
cb et montrons que x divise cd. Soient k,/ € Atels que kx = ca et Ix = cb. Soient
d,b € Atels que dd' = aet db’ = b. Nous savons par ailleurs que les éléments & et
b sont premiers entre eux. On a kx = cdd’ et Ix = cdb’ d’ou I'on tire

ledd = Ikx = kix = kedb'.

Par intégrité de A (et via le fait que cd # 04) kb = I, en particulier & | kb'.



La démonstration - suite et fin

Une application du lemme de Gauss donne alors & | k. On dispose donc de e € A tel
que & e = k. On déduit alors

kxe = cae = cdd e = cdk

puis par intégrité de A (et le fait que k # 04) xe = cd, en particulier x | cd. La
démonstration est terminée. ]

120



Existence du p.p.c.m. dans les anneaux a p.g.c.d.

On a vu que l'existence d’un p.p.c.m. entraine celle d’'un p.g.c.d. et que la réciproque
est fausse en général. Nous allons établir que celle-ci a lieu dans les anneaux a

p.g.c.d.

Théoreme
Tout couple d’éléments non nuls d’'un anneau a p.g.c.d. admet un p.p.c.m.

Démonstration. Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau a p.g.c.d. A.
Notons d un p.g.c.d. de aetde b. ll existe &,b’ € Atels que a=dd et b=adb'.
D’aprés un résultat précédent, nous savons que & et b’ sont premiers entre eux.
Posons m = da'b’ qui est évidemment un multiple de a et de b. Soit m’ un autre
multiple de a et de b. Il existe o, B € Atels que m’ = ac = b. |l vient alors

dd o = db' B puis par intégrité de A, & o = b’ B, en particulier & | b’ . Par application
du lemme de Gauss, on obtient & | 3. Il s’ensuit m = ba’ | b3 = m’. On conclut que m
est un p.p.c.m. de aetde b. ]
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Deux corollaires

Le théoréme précédent et le fait que (dans un anneau commutatif integre) I'existence
d’'un p.p.c.m. entraine I'existence d’un p.g.c.d. donne aisément le résultat suivant :

Corollaire
Soit A un anneau commutatif integre. Alors, A est un anneau a p.g.c.d. si et
seulement si tout couple d’éléments non nuls de A admet un p.p.c.m.

Nous sommes également en mesure de caractériser les anneaux a P.G.C.D. via la
principalité de certains idéaux:

Corollaire
Soit A un anneau commutatif intéegre. Alors, A est un anneau a p.g.c.d. si et
seulement si l'intersection de deux idéaux principaux de A est un idéal principal.

Démonstration. I suffit d’exploiter le corollaire ci-dessus et le fait que pour x,y € A
non nuls, on a équivalence entre I'existence d’un p.p.c.m. pour a et b et le caractere
principal de I'idéal (a) N (b). ]

122



Primalité vs irréductibilité

On se propose maintenant d’établir que dans tout anneau & P.G.C.D., les notions de
primalité et d’irréductibilité coincident. Il n’est pas inutile de rappeler que :

- Dans les anneaux commutatifs intégres, tout élément premier est irréductible.
- La réciproque est fausse (un contre-exemple a été donné dans Z[i v/5]).

Lemme

Soit Aun anneau a p.g.c.d. eta¢ (AX U {OA}). Alors, a est irréductible dans A si et
seulement si il est premier avec tous les éléments de A qui ne sont pas dans (a).

Démonstration. =, Soit b € A\ (a). Soit d un diviseur commun de a et b. Il existe
A,u € Atels que dA = aet du = b. Supposons que d & A*. Par irréductibilité de A,
on doit avoir A € A% Il vient alors A ~'ua = b, en particulier b € (a). Ceci est
contradictoire et nous permet de conclure que d € A*, i.e., a et b sont premiers
entres eux.

<=, Soient x, y € Atels que a= xy. Supposons dans un premier temps que x € (a).
Le fait que a # 04 et I'intégrité de A donnent facilement que y € A*. Supposons que
x ¢ (a). Par hypothése, x est premier avec a. En combinant ceci et la relation a | xy,
nous pouvons appliquer le lemme de Gauss pour obtenir a| y. De méme que

ci-dessus, I'intégrité de A nous assure de 'inclusion x € A*. [ | 125



Un cas d’équivalence entre premier et irréductible/Lemme d’Euclide

Nous pouvons maintenant facilement établir le résultat attendu:

Proposition (Lemme d’Euclide)
Soient A un anneau a p.g.c.d. et p € A\ {04}. Alors, p est irréductible si et
seulement si p est premier.

Démonstration. Seule I'implication = est a établir. Supposons que p soit irréductible
(en particulier, p ¢ (A* U{04})). Soient x,y € A. Supposons que p | xy. Si x € (p), il
n'y a rien a établir. On peut donc supposer x ¢ (p) et ainsi appliquer le lemme
ci-dessus pour obtenir que x est premier avec p. On conclut par le lemme de Gauss.
]

La seule implication digne d'intérét (i.e. I'implication =) dans le résultat ci-dessus dit
exactement que pour un élément irréductible p d’'un anneau a P.G.C.D. noté A, on a
pour chaque x,y € A

plxy=pl[x ou ply.
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Anneau de Bézout

Remarquons que le théoréme de Bézout n'a encore pas été évoqué dans les
développements précédents. Notre objectif est a présent d’étendre ce célebre résultat
d’arithmétique pour une vaste classes d’anneaux.

Définition

Soit A un anneau commutatif et integre. On dit que A est un anneau de Bézout
lorsque la somme de deux idéaux principaux de A est un idéal principal de A.

Tout de suite, constatons que :
Proposition

Tout anneau principal est un anneau de Bézout * et tout anneau de Bézout est un
anneau a p.g.c.d.

Démonstration. Le fait que tout anneau principal est un anneau de Bézout est
évident. Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau de Bézout A. Il existe alors
d € Atel que (a) + (b) = (d) et ceci entraine (comme nous 'avons déja vu) que d est
un p.g.c.d. de aetde b. |

41l existe des anneaux de Bézout non principaux : I'exemple classique vient de /'analyse complexe.
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Théoreme de Bézout

Le théoréme de Bézout posséde une extension naturelle dans les anneaux de Bézout.

Théoreme
Soient a, b deux éléments non nuls d’'un anneau de Bézout A. Alors, a et b sont
premiers entre eux si et seulement si il existe u, v € A tels que

au+bv =1g4.

Démonstration. =, Supposons que a et b soient premiers entre eux. Le fait que A
soit un anneau de Bézout garantit I'existence de d € A tel que (a) + (b) = (d). Il
s’ensuit que d est un p.g.c.d. de a et de b. Ces deux éléments étant premiers entre
eux, ils admettent pour p.g.c.d. I'élément 1 4. Il vient alors (d) = A.

<, Supposons qu'’il existe u,v € Atels que au+bv =14. Ona 14 € (a)+(b) et ceci
entraine A= (14) =(a) +(b). On conclut que 14 estun p.g.c.d. de aetde b, i.e., aetb
sont premiers entre eux. u
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Irréductibilité et proportionnalité

Nous allons voir que la proportionnalité de deux éléments irréductibles est liée a leur
caractére premier entre eux.

Proposition
Soient A un anneau principal, a,b € A deux éléments irréductibles. Alors, (a) # (b)
si et seulement si a et b sont premiers entre eux.

Démonstration. Supposons (a) # (b). Les idéaux (a) et (b) sont maximaux par
irréductibilité de a et b et par principalité de 'anneau A. On a bien sir (a) C (a,b) et
(a) # (a,b) (si(a,b) = (a), alors b € (a) puis (b) C (a) et par maximalité de (b) on aurait
(b) = (a, b), en particulier a € (b) et enfin (a) = (b)). Par maximalité de (a), il vient
(a,b) = A, d'ou I'existence de u,v € Atels que au+bv = 14. Lanneau A étant de
Bézout, nous concluons que a et b sont premiers entre eux.

<=, Supposons que a et b soient premiers entre eux. On a donc (a) + (b) = A. Si

(a) = (b), alors (a) = A et c’est absurde car (a) est maximal. |
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Anneaux factoriels

Définition
Soit A un anneau integre et commutatif. On dit que A est factoriel lorsque les deux

conditions suivantes ont lieu : :
(E) pour chaque a € A\ {04}, il existe u € A* et une famille finie (éventuellement

vide) (pj)ic; d’éléments irréductibles de A tels que a= ull;c;pi;
(U) pour tout r,s > 1 entiers et tout py,...,pr,q1,-..,qs € Airréductibles tels que

P1---Pr=Gi-.Gs,

onar = s etde plus, il existe une permutation o de {1,...,r} telle que pour tout
ie{1,....r}, piet go(j) Sont associés dans A.

Autrement exprimée la condition (U) signifie que la décomposition en irréductibles
donnée par (E) est unique aux inversibles prés et a I'ordre prés des facteurs.
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Systemes de représentants des éléments irréductibles

Soit A un anneau commutatif intégre.

Considérons la relation binaire % sur A définie pour tout a, b € A par aZb si et
seulement si a et b sont associés (ce qui est noté a ~ b et qui signifie qu’il existe

u € A* tel que a = ub). Il est clair que Z est une relation d’équivalence sur A : on note
A\ ~ alaplace de A/%. La classe d'équivalence d’un élément a € A est donnée par

a={bcA:aZb}={Aa: A c A"} =A"a=aA".
Pour chaque élément p irréductible dans A, choisissons (c’est possible grace a

I'axiome du choix) un unique représentant dans la classe p (qui ne contient bien sir
que des éléments irréductibles de A). On note .# I'ensemble de ses représentants.

On vérifie aisément les deux faits suivants :

(i) pour tout élément irréductible g de A, il existe p € .# tel que p ~ q;

(i) pourtout p,q € A, on a l'implication p~ g = p=q.
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Soit .# un systéme de représentants des éléments irréductibles d’un anneau factoriel
A un anneau factoriel. Pour tout a € A non nul, il existe u € A* et une unique famille
(kp)pe.# d'entiers naturels, nuls sauf un nombre fini, tels que

a=u Hpkp.

peS

Pour chaque p € .#, I'unique entier kp ci-dessus est appelée la valuation de aen p et
est notée vp(a).
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Propriétés de la valuation
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Expression d’un p.g.c.d. et d’un p.p.c.m. dans un anneau factoriel

Soit .# un systeme de représentants des éléments irréductibles d’'un anneau
factoriel A. Soient a, b € A non nuls de décomposition en irréductibles

a=u[] p*@ et b=v]]p*®,
pes pes

avec u,v € A*. Alors, les éléments

d= H pmin(vp(a),vp(b)) et m= H pmax(vp(a),vp(b))
pES pES

sont respectivement un p.g.c.d. et un p.p.c.m. de aet b

Avant d’établir le résultat, notons I'importante conséquence suivante :

Tout anneau factoriel est un anneau a p.g.c.d.
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La démonstration

Hkkkkok
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On déduit de la proposition précédente le résultat suivant qui vient en complément du
fait que tout anneau a p.g.c.d. noethérien est factoriel.
Théoréeme

Soit A un anneau integre. Alors, A est factoriel si et seulement les deux propriétés
suivantes ont lieu :

(/) toute suite croissante d’idéaux principaux de A est stationnaire;
(i) tout élément irréductible de A est premier.
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La démonstration de I'implication =

=, Supposons que A soit un anneau factoriel. Montrons que (ii) est satisfaite. Fixons
p € Aun élément irréductible de A. Soient x,y € A. Supposons que p | xy. Il existe

k € Atels que xy = pk. Notons que si x est nul, on a tout de suite p | x tandis que si x
est inversible, on a y = pkx ' et 1a encore p | y. Les mémes constatations valent pour
y. Nous pouvons donc supposer que x, y sont non nuls et non inversibles. Si k est
nul, alors x etou y estnuletona p| x ou p|y. Si k est inversible, alors xyk ' =pet
p apparait (a un inversible pres) dans la décomposition en irréductibles de x ou de y,
en particulier p | x ou p | y. Nous pouvons alors supposer k non nul et non inversible.
Remarquons maintenant que xy peut s’écrire comme un produit d’irréductibles de
deux maniéres :

- la premiére en remplagant k par sa décomposition en irréductibles de A; - la
deuxieme consiste a décomposer x et y en irréductibles de A. Le caractére factoriel
de A nous dit que les deux décompositions en irréductibles de xy sont les mémes a
I'ordre des termes prés et a la multiplication par des inversibles prés. Comme p
apparait dans la premiére, il doit y avoir un irréductible associé a p dans la
décomposition de x ou de y. Il s’ensuit p | x ou p | y.
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Suite de la démonstration de I'implication =

Montrons maintenant que (i) a lieu. Soit (an)peN UNe suite d’éléments de A telle que
(an) C (ans1) pour toutn € IN.

On peut supposer que pour tout n € IN, a, ¢ A* (sinon la suite d'idéaux (a,),cN est
stationnaire de valeur A). On peut également supposer qu’il existe N € IN tel que

an # 0. Notons que a & (A*)U{04} pour tout n > N. Pour chaque n > N, notons I,
le nombre d’éléments irréductibles dans la décomposition de a,,. Puisque

an € (ans1), il existe dy € A avec dy # 04 tel que ay = dyan.1- Sidy € A*, il est
clair que Iy = In+1. Si ce n'est pas le cas, alors d admet une décomposition (unique a
association pres et a I'ordre prés des facteurs) en irréductibles de A et ceci donne
facilement Iy > Iny1. Ainsi, (In)heN €St une suite décroissante d’entiers naturels : elle
est donc stationnaire. Soit nyp > N tel que /I, = Ip,1 pour tout n > ng. Soient p,q > ng
avec q > p. ll existe d € Aavec d # 04 tel que ap = dag. Si d admet une
décomposition en irréductible, alors nécessairement I, > I et ceci est contradictoire.
Ceci montre que d est inversible dans A et permet de conclure que (ap) = (aq). La
suite (an)neN est stationnaire.

136



Suite de la démonstration de I'implication <

<=, Supposons que A vérifie (i) et (ii) de 'énoncé. Fixons (si possible!)

x € A\A*U{04}. Si x estirréductible, alors x satisfait la propriété (E) de la
définition des anneaux factoriels. Supposons que x ne soit pas irréductible. Il existe
alors a1, b1 € Anon inversibles tels que x = a1by. Si a1 et by sont irréductibles, alors
x vérifie la propriété (E) de la définition des anneaux factoriels. Supposons que ce ne
soit pas le cas et supposons sans pertes de généralités que ay n’est pas irréductible.
On a évidemment (x) C (a1). Si (a1) C (x), alors l'intégrité de A et le fait que a; # 0
montrent que by est inversible ce qui nest pas le cas. On a donc (x) # (a4).

L’élément a; étant non nul, non inversible et non irréductible, nous pouvons reproduire
la discussion réalisée ci-dessus pour x. On obtient donc a» et by non inversibles tels
que aj = agbo. Si ces deux éléments sont irréductibles, alors ou bien by est
irréductible et c’est terminé car x = apbob¢ ou bien by ne I'est pas. Supposons donc
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Principal entraine factoriel

Il s’agit a présenter de situer le concept d’anneau factoriel vis-a-vis des autres notions
d’anneaux étudiées auparavant.

Proposition
Tout anneau a p.g.c.d. noethérien est factoriel. En particulier, tout anneau principal
est factoriel.

Démonstration. On a déja vu que dans un anneau a p.g.c.d. les éléments
irréductibles sont premiers. Il suffit alors d’appliquer le théoréme précédent pour
conclure. -

Remarque. La réciproque du cas particulier de la proposition ci-dessus n'a
évidemment pas lieu : en effet, Z[X] est factoriel (car Z I'est) mais n’est pas principal.
De maniere moins évidente : on peut construire des anneaux factoriels non
noethériens.
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Factorialité et polynomes

Proposition
Soit A un anneau factoriel. Alors, A[X] est factoriel.
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Anneaux de Bézout factoriels

Proposition
Tout anneau de Bézout factoriel est principal.

Démonstration. Supposons qu'il existe un idéal de A qui ne soit pas principal. Fixons
ay € | et posons Iy := (a1). Puisque / n'est pas principal, nous pouvons choisir

by € I\ Iy et poser I := Iy +(bq). Le fait que A soit un anneau de Bézout nous dit alors
que l est principal et nous donne ap € I tel que kb = (as). Observons alors que

li C b et Iy # . On construit ainsi une suite (/)n>1 d'idéaux de A strictement
croissante (pour linclusion C) et ceci contredit bien sir le caractére noetherien de A.
]
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