Florent Nacry

Mathématiques 2 (F.S.T. de Limoges, Année 2017)
TD3 - Espaces vectoriels
1 Exercice du cours
Exercice 1 Caractériser les sous-espaces vectoriels de R? (resp., de R3).

Solution. Les sous-espaces vectoriels de R? sont : {Og2}, Ru avec u € R?\ {0} (les
droites vectorielles de R?) et R? . Les sous-espaces vectoriels de R? sont : {Ops},
Ru avec u € R3\ {Ogs} (les droites vectorielles de R3), vect {u,v} avec (u,v) une
famille libre de R? (les (hyper)plans vectoriels de R3) et R3. m

2 Exercices du T.D.

Exercice 2 On considére les vecteurs de R?, u = (2,—1), v = (=3,2) et w =
(1,3). Montrer que w est combinaison linéaire (4 coefficients réels) de u et v.

Solution. Supposons que w soit combinaison linéaire (a coefficients réels) de u et
v. Par définition, il existe A\, u € R tels que

w = A\u + uv.

Il vient alors
(1,3) = (2A — 3, — A + 2p).

On en déduit (Exer) A =11 et p = 7. Il reste a vérifier que (Exer)
(1,3) = 11(2,—1) + 7(-3,2).
Donc, w est bien combinaison linéaire de u et v.

Exercice 3 Déterminer a € R pour que w = (1,a,3) € R? soit combinaison
linéaire (a coefficients réels) de u = (—1,-2,2) et v = (0,4, —1).

Solution. Supposons qu’il existe a € R tel que w = (1,a,3) soit combinaison
linéaire (& coefficients réels) de u et de v. Il existe alors A, u € R tels que

w = Au + pv,

ie.,

(1,a,3) = A(=1,-2,2) + (0,4, —1).

Ceci entraine (Exer) que A = —1, a = 18 et u = —5. On vérifie alors que (Exer)
(1,-18,3) = —u — bv.
[

Exercice 4 Déterminer a,b € R tels que w = (—2,a,b,3) appartienne au sous-
espace vectoriel engendré par u = (—1,—1,1,2) et v =(—1,2,3,1).



Solution. Supposons qu’il existe a,b € R tels que
w € Vect {u, v}

avec w = (—2,a,b,3). Il existe alors A\, u € R tels que w = Au + po. 1l vient alors
(Exer) A=1,u=1,a=1et b=4. Il reste alors a vérifier I’égalité¢ (Exer)

(=2,1,4,3) = (=1,-1,1,2) + (-1,2,3,1).
|

Exercice 5 Soient by = (1,1,1), be = (1,1,2) et bs = (1,2,3) trois vecteurs de
R3. Montrer que (b1, ba, b3) est une base de R3. Donner les coordonnées des vecteurs
a1 = (5,1,3), az = (—2,3,—1) et ag = 2a; — 3az de R? dans la base (b1, ba,b3). La
famille (a1, as) est-elle une base de R3 ? Et la famille (ay,az, a3) ?

Solution. Montrons tout d’abord que (b1, b2, b3) est une famille libre de R3. Soient
A1, A2, Az € R tels que
A1b1 + Aaba 4 A3b3 = Ops.

On a tout de suite

AMFA+A3=0 (1)
MFA+23=0 (2)
Al +2X+3X3=0 (3)

On observe en premier lieu que (2) — (1) donne A3 = 0. En tenant compte de ceci
et en faisant (3) — (2), on obtient Ay = 0. Chacune des relations (1), (2) et (3)
donne alors A1 = 0. Ainsi, la famille (b1, bo,b3) est libre dans R3. Puisque cette
famille a exactement trois éléments, elle est une base de R3. Soient («, 3,7) les
coordonnées de (5,1,3) dans la base (b1, bo,b3) de R3, autrement dit (o, 3,7) est
'unique élément de R? satisfaisant

aby + Bba + b3 = (5, 1,3).

En combinant ceci avec les égalités by = (1,1,1), ba = (1,1,2) et b3 = (1,2,3), on
a sans difficultés (Exer) a =3, 5 =6 et v = —4, ie.,

a1 = (5,1,3) = 3b; + 6by — 4b3.
De méme (Exer), on montre que
az = (—2,3,—1) = 2b; — 9b2 + 5bs.
Observons (Exer) que les égalités ci-dessus donnent
ag = 2a1 — 3ay = 39by — 23b3.

Une base de R? est nécessairement constituée de trois vecteurs de R3, donc (ag, as)
ne peut pas étre une base de R?. Puisque

2&1—3@2—&3:0

la famille (a1, as, az) est une famille liée de R3. Elle ne peut donc pas étre une base
de R®. m



Exercice 6 Soit A la partie de R* définie par
A= {(a:,y,z,t) eR*: 20 +3y+2=0, 4:1:—y+t=0}.

(a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de R*.
(b) En déterminer une base.

Solution. (a) Méthode 1. Observons que Ors € A. Soient (z1, y1, 21, t1), (T2, Y2, 22, t2) €
A et A, € R. Montrons que

A1, y1, 21, 01) + p(x2, Y2, 22, t2) € A. (2.1)
Notons que
A1, y1, 21, t1) + p(w2, Y2, 22, t2) = (Az1 4 pae, Ay1 + py2, Az1 + pze, At + pta)

et posons X = Axy + puze, Y = Ay1 + pye, Z = Az1 + pze et T = Aty + uto.
Constatons (Exer) que l'inclusion voulue (2.1) revient & établir que

2X+3Y +Z72=0 et 4X -Y +T =0.
Puisque (21, y1, 21,11), (T2, y2, 22, t2) € A, on a
)\(2351 + 3y + 21) =0 et ,u(2332 + 3y2 + 22) =0

ce qui donne
A2z1 +3y1 + 21) + (222 + 3y2 + 22) =0

et ceci s’écrit encore (Exer)

2X+3Y +Z=0.
De méme (Exer), on a

AMdzr—y1+1) =0 et p(dzy—y2+12) =0

et on vérifie que cela entraine

4X-Y+T=0.
Méthode 2 : Notons

B = {(x,y,z,t) eR*: 2243y +2z= 0}

et
C= {(x,y,z,t) €R4:4az—y+t:0}

et observons que

A=BnC.

On vérifie que (Exer) B et C sont des sous-espaces vectoriels de R*. Or, I'inter-
section quelconque non vide de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel F
est un sous-espace vectoriel de E' (Exer). Donc, A (qui est une intersection de



deux sous-espaces vectoriels de R*) est un sous-espace vectoriel de R*.
Méthode 3 : Pour tout (z,y,z,t) € R* on a

z=—2x—3y

x,y,2,t) € A
@y ) {t:—4x+y.

On en déduit (Exer) pour tout (z,y, z,t) € RY,
(z,y,2,t) € A& (x,y,2,t) = (1,0, —2,—4) + y(0,1,-3,1).

Posons e; = (1,0,—2,4) et ea = (0,1,-3,1). L’équivalence précédente nous dit
que
vect(ep, e3) = A,

en particulier A est un sous-espace vectoriel de R?.
(b) Déterminons maintenant une base de A. Pour tout (x,v,2,t) € R* on a

z=—2x — 3y

x,y,2,t) € As
@y ) {t:—41‘+y.

On en déduit (Exer) pour tout (z,y, z,t) € R4,

(x,y,2,t) € As (v,y,2,t) = 2(1,0,—2,—4) + y(0,1, -3, 1).

Posons e; = (1,0,—2,4) et eg = (0,1,—3,1). L’équivalence précédente nous dit
que (e, e2) est une famille génératrice de A. Montrons que (e1, e2) est une famille
libre de R*. Soient A1, A2 € R tels que

Areq + Ageg = Opa.
On vérifie alors que (Exer)
(A1, A2, —2Xa — 3Ag, —4X1 + A2) = (0,0,0,0).
Tout de suite, on obtient A\; = Ay = 0. Donc, (e, e2) est une base de A. m

Exercice 7 Soient E un R-espace vectoriel, (u,v) une famille libre de E, m € R.
FEtudier la dépendance linéaire de a et de b dans chacun des cas suivants :

(1) a=2u+3vetb=mu+uv;

(1) a=2u+mv etb=mu+v;

(iii) a = mu + 3m?v et b= (m — 1)u + v.

Solution. (i) Soient A1, A2 € R tels que A\ja + A\ab = Op. Par définition de a et de
b, on a
(2)\1 + m)\g)u + (3)\1 + )\2)1} =0g.

Puisque (u,v) est une famille libre de F, il s’ensuit

2M1 +mAa =0
3A + X =0.

On a alors (Exer) A2(3m — 2) = 0 ce qui nous conduit a distinguer deux cas.
Cas1l:m= % On a tout de suite 3b = a, donc (a, b) est une famille liée de E.
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Cas 2 : m # % L’égalité A2(3m — 2) = 0 nous donne Ay = 0 puis A\; = 0. Donc,
la famille (a,b) est une famille libre de E.
(77) Soient A1, A2 € R tels que Aja + A2b = Op. Par définition de a et de b, on a

(2A1 + mAg)u + (mA1 + A2)v = 0p.
Puisque (u,v) est une famille libre de E, il vient

2M1 +mAg =0
mA1 + Ao = 0.

On a alors (Exer) A\;(2 — m?) = 0 ce qui nous conduit & distinguer deux cas.
Cas1l:mc¢€ {—\@, ﬂ} Il existe £ € {—1,1} tel que m = £v/2. Puisque €2 =1,
on vérifie immédiatement que (Exer)

a = ev/2b.

Donc, (a,b) est une famille liée de E.

Cas2:m¢ {—\/§, \/i} Montrons que (a, b) est une famille libre de E. Puisque
m ¢ {—V2,V2}, Dégalité A\1(2 — m?) = 0 nous dit que Ay = 0. On en déduit
A2 = 0. Ainsi, (a,b) est une famille libre de E.

(7i7) Fixons A1, A2 € R tels que A\ja + Aob = 0. Par définition de a et de b, on a

(Am A4 Aa(m — 1))u + (3m>\ + Xo)v = 0.

Puisque (u,v) est une famille libre de E, il vient

Aim + )\Q(m — 1) =0
3m2/\1 + Xy = 0.

3m2\; + 3ham(m —1) =0
3m2)\1 4+ Ay =0,

ce qui donne A\y(3m? — 3m — 1) = 0. On vérifie (Exer) que

gm? — 3m— 1= 3(m— L V2L, L V2L

[

1

2 6 2 6
Ceci nous conduit a distinguer deux cas.
Cas1:m¢ {0,%—}—% 21,%—%\/21}. Puisque 3m? —3m — 1 # 0, on a Ay =0
puis 3m2X\; = 0 et donc (car m # 0) A\; = 0. Ainsi, (a,b) est une famille libre de
E.
Cas 2 :m € {0, % —1—% 21,% — %\/21}. Si m = 0, alors évidemment on a a = 0,
donc (a, b) est une famille lice de E. Supposons donc m # 0. On a 3m?—3m—1 = 0.
En revenant a la définition de a et de b, on vérifie alors que (Exer)

(m —1)a —mb = (3m? — 3m — 1)v = 0,

donc (a,b) est une famille lice de E. m

Avant d’aborder l'exercice suivant, introduisons la notion de produit scalaire
et de norme associée.



Définition 2.1 Soient E un R-espace vectoriel, ¢ : E?> — R une application. On
dit que @ est un produit scalaire sur E lorsque :
(1) @ est bilinéaire, i.e., pour tout x,y,z € E, pour tout \,p € R, on a

oAz + py, 2) = Ap(x, 2) + pep(y, 2)
et
o(z, Az + py) = Ap(z, ) + pep(z, y).
(17) @ est symétrique, i.e., pour tout x,y € E, on a
o(z,y) = ¢y, 2).
(1i1) @ est définie positive, i.e., pour tout x € E,

p(z,x) 20

et pour tout ¢ € F,
o(r,x) =0=xz=0.

Lorsque ¢ est un produit scalaire sur E, on dit que (E, ) est un espace euclidien
st B est de dimension finie et un espace préhilbertien réel si E est de dimension
infinie. L’application

I, E R
x =\ o(z,x)
est appelée norme associée a4 .
Soit n > 1 un entier. L’application

R xR - R
n
((xlv"' 7$n)7 (ylv"' 7yn)) = leyz
1=1

est un produit scalaire (Exer) sur R™. On I'appelle produit scalaire euclidien cano-
nique (ou usuel) sur R™. Ainsi, (R™, ) est un espace euclidien. La norme euclidienne
sur R™ est la norme associée au produit scalaire euclidien usuel, i.e.,

-] : R" = R

Exercice 8 On note - le produit scalaire euclidien de R3, i.e.,
GRIXRYP SR
((x1, 91, 21), (w2, Y2, 22)) = 122 + Y1y + 2122.
On note ||-|| la norme euclidienne de R?, i.e.,
|- : R®* = R

(z,y,2) = 22 + y? + 22.



Soit B = (u1,uz,us) une famille d’éléments de R3\ {Ogs}. On suppose que uq,us
et uz sont orthogonauz deux & deux, i.e., pour tout i,j € {1,2,3} avec i # j,

ui.uj =0.

(1) Soient aq, g, a3 € R, w = aquy + aoug + agus. Montrer que pour tout i €

{1,2,3},
2
wiw = o (ugug) = ag lJugl|” .

(2) Montrer que B est une famille libre de R? et donc une base de R3. Une telle base
de R? s’appelle une base orthogonale de R3. Si de plus, pour chaque i € {1,2,3},
|lui|| = 1, alors B est appelée base orthonormée de R3.

(3) Soit v € R3. On note (B, B2, B3) ses coordonnées (ou composantes) dans la
base B de R3. Montrer que

Bi =

[l
(4) On pose désormais uy = (1,—1,1), ug = (1,0,—1) et us = (1,2,1).
(a) Vérifier que (uy,us,us) est une base orthogonale de R>.
(b) En utilisant (3), déterminer les coordonnées de vecteur (1,2,3) de R? dans la
base B. (c) Déterminer les coordonnées des vecteurs de la base canonique de R3
dans la base B.
(d) Représenter la base B et le vecteur v sur une figure.
(e) Donner une interprétation géométrique du vecteur

V.U

—— ;.
o |
Solution. (1) Soient i € {1,2,3}. On a

U; W = ui.(ozlul + aous + Oé3U3)

= a1 (u;.ur) + aa(uiug) + az(u;.ug).

Or, pour tout j € {1,2,3} avec j # i, on a u;.u; = 0. Il s’ensuit
wiw = o (ug.u).

Soient x;, yi, z; € R tels que u; = (24,4, 2;). On a tout de suite (Exer)

wiw = f + 7 + 27 = [luil®
(2) Soient aq, g, a3 € R tels que

ajuy + agug + azuz = Ogs.
D’aprés (1), on a pour tout i € {1,2,3},
wi. (e ug 4 agug 4 azus) = Ogs.u; = 0 = oy |||

Puisque pour chaque ¢ € {1,2,3}, on a ||uZH2 # 0, I'égalité ci-dessus entraine
a; = 0 pour chaque i € {1,2,3}. Ainsi, la famille B est libre dans R3. Puisque
cette derniére contient exactement trois éléments, elle est une base de R3.

(3) Soit v € R3. Par définition, on a

v = Buy + Baug + B3us.



Soit 7 € {1,2,3}. On a
2
Puisque [|u;|? # 0, il vient

;v
/Bi = - 2
il
(4) (a) Le fait que (u1,uz,us) soit une base orthogonale de R3 est laissée a titre
d’exercice (Exer).
(b) On trouve (Exer) (81,82, 83) = (3, -1, 3).
(c) On montre (Exer) les égalités

1 1 1
(1,0,0) = U1 + U2 + 58
1 1
(0) 170) = _gul + §U3
et 11 1
(0, 0, 1) = gUl — §U2 + gug.

(d) — (e) (Exer). m
Exercice 9 Soit A le sous-espace vectoriel de R? défini par
A= {(:E,y,z) eR3: 2m—5y+3z:O}.

(a) Déterminer une base de A.
(b) Soit u = (2,-5,3) € R et B = Vect {u} = Ru. Montrer que pour tout a € A,
pour tout b € B,

a.b=0.

Solution. (a) Pour tout (z,y,2) € R3 on a

T Y
=—(3,0,-2 =(0,3,5).
3( sy Yy ) + 3( )y )
La famille B = ((3,0,—2), (0,3,5)) est donc génératrice de A. Elle est libre (Exer)
dans R3. C’est donc une base de A.
(b) Soient a € A, b € B. Il existe A1, A2, A3 € R tels que

(z,y,2) € A (2,9, 2)

a=M(3,0,-2)4+ X2(0,3,5) et b=A3(2,-5,3).
Posons e; = (3,0, —2) et ea = (0, 3,5). Il vient alors
a.b = AAs(e1.u) + AaAg(eg.u) =0,
car (Exer) e u=0et eau=0. ®m

Exercice 10 Soientn > 1 un entier, E un sous-espace vectoriel de R™. On appelle
orthogonal de E ’ensemble

Et={veR":YueE, uv=0},

ot . désigne le produit scalaire euclidien canonique sur R™.
(a) Montrer que E* est un sous-espace vectoriel de R™. Déterminer E N E*L.
(b) Dans cette question, n = 2 et

E:{(:L‘,y)ERQ:Zx—I—y:O}.
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Déterminer une base et la dimension de E+.
(¢) Dans cette question, n =3 et

E={(z,y,2) ER*:20+y=0,y—2=0}.

Déterminer une base et la dimension de E+.
(d) Déterminer E+ avec E = Vect {(0,1,1), (1,2, —1)}.

Solution. (a) Observons que Ogn» € E+ puisque pour tout u = (u1,...,u,) € E,
U.O]Rn = (ul, ey un)(O, cee ,0) =0.
Soient a,b € E+ et A, u € R. On a pour tout u = (uy,...,u,) € E,

(Uty .. yup).(Aa+ wb) = (u1, ..., up).[A(a1, ... an) + p(bi, ..., by)]
= (U1y...,up).(Aag + pbi, ..., Aay, + pby)

=up(Aay + pb1) + ... + up(Aa, + pby)

= Muiay + ...+ upay) + p(urby + ... + upby)
= Mu.a) + p(u.b).

= 0.

Donc, on a linclusion Aa + pb € E*. Ainsi, I'ensemble E' est un sous-espace
vectoriel de R™. Puisque E et E+ sont des sous-espaces vectoriels de R”, nous
savons que

Oge € ENEL.

Soit & = (x1,...,2,) € EN EL. Par définition d’orthogonal, on a

ce qui donne tout de suite z; = 0 pour tout ¢ € {1,...,n}. Donc, on a x =0 et
EnE+ ={0}.

(b) Observons tout d’abord (Exer) que E = R(1,—2). Pour tout A\, u € R, il est
immédiat que

(A(1,-2)).(n(2,1)) = 0.
Ceci nous dit que (2,1) € EL. En particulier, on a E+ # {0g2}. D’autre part,
remarquons que (1,—2) ¢ E*. Ainsi, en particulier, on a E+ # R2. Puisque
E1L est un sous-espace vectoriel de R?, EL est alors nécessairement une droite
vectorielle de R? (i.e., un sous-espace vectoriel de dimension 1 de R?) qui contient
(2,1). Finalement, on peut conclure quant a I’égalité

Et =R(2,1).

(c) Constatons (Exer) que E = R(1,-2,-2). Pour tout (z,y,2z) € R3 on a
(Exer)
(z,y,2) € B+ & (z,y,2).(1,-2,-2) = 0
Sr—2y—2z=0
@ (J’;? y7 Z) = y(27 17 0) + 2(27 O? 1)'



Ainsi, la famille ((2,1,0),(2,0,1)) engendre E-+. De plus, on vérifie tout de suite
que (Exer) cette famille est libre dans R3. Donc, ((2,1,0),(2,0,1)) est une base
de E+. En particulier, E+ est de dimension 2.

(d) On a (Exer) pour tout (z,y,z) € R3,

(z,y, )(0 11) =
(z,y,2).(1, ) 0

y+z=0
=
r+2y—2=0,

(z,y,2) GEL(:}{

d’ott 'on tire
El:{(%y,z)EIRgiy‘f‘Z:O, x—|—2y—z:0}.

|
Le prochain exercice nécessitera les deux définitions suivantes :

Définition 2.2 Soit E un ensemble. On dit que E est un K-espace vectoriel
(ou K désigne indifféremment Q, R ou C) lorsqu’il existe deux applications,

+:ExXE—-FE
(u,v) »u+wv

et

-tExXE—FE
(ANv) = A-wv

vérifiant :

(1) pour tout u,v € B, u+v=v+u;

(1) pour tout u,v,w € E, (u+v)+w=u+ (v+w);

(13i) il existe Op € E tel que pour toutv € E, v+ 0g =u;

(iv) pour tout v € E, il existe —v € E tel que v+ (—v) = 0 ;

(v) pour toutv € E, lv=wv;

(vi) pour tout A\, pn € K, pour tout v € E, X\.(u.v) = (Au).v

(vii) pour tout A\, u € K, pour tout v € E, (A + p).v = Av+ pov;
(viii) pour tout X\ € K, pour tout u,v € E, A.(u+v) = Au+ \v.

Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de K des scalaires.

Exercice 11 On note R® (ou parfois F(R,R)) l’ensemble des fonctions de R dans
R. Notons A l’ensemble

A={feR®:3(a,b) R Vz € R, f(z) =az +b}.

Montrer que RR est un R-espace vectoriel et que A est un sous-espace vectoriel de
RE (et donc en particulier un R-espace vectoriel). Pouvez-vous donner une base de
A et sa dimension ?

10



Solution. Posons
©:RE x RR 5 RE
(f,9) = f&yg
oil pour tout (f,g) € RF x RE,
f®g:R—>R
= (f ®g)(z) = f(x) +9(z).
Posons également
®:R x R® - R®
M=o f
oil pour tout (), f) € R x RE,
AOf:R—=R
= (AO f)(x) = Af(x).
En définissant les fonctions
Ogr :R—R
z—0
et
Igr : R =R
z—1

on vérifie sans difficultés (i) — (viii) (Exer) de la définition 2.2. Montrons que
A est un sous-espace vectoriel de RR. Evidemment, Oge € A puisque pour tout
rzeR,

Ogz(z) =0= 0.2+ 0.

Soient A\, u € R, h, k € A. Il existe p,q,7,s € R tels que pour tout = € R,
hz)=pr+q et k(z)=rz+s.
On a alors pour tout x € R,
(A©R) & (1O k)] (@) = A(pe +q) + pu(ra +5).
Donc, A est un sous-espace vectoriel de RR. Posons enfin

I:R—-R

T T,
Soit I’ € A. 1l existe ¢,d € R tels que pour tout xz € R,
F(z)=cr+d.

Donc, on a
F=(col) & (dolg).

Ainsi, la famille (1zr,I) est une famille génératrice de A. On vérifie qu’elle est
également libre dans R® (Exer). Donc, elle est une base de A. Ainsi, A est de
dimension 2.

Remarque : en général, @ et ® sont notées (par commodité) + et -. ®
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Exercice 12 On note P3(R) l’ensemble des fonctions polynomes de R dans R de

degré inférieur ou égal G 3. Pour tout i € {0,...,3}, on pose
F:R—-R
T (x—2)
et
FE;: R—R
=

(a) Montrer que E = (Ey, ..., FEs3) est une base de P3(R).
(b) Exprimer les vecteurs Py, ..., Ps dans la base E.

(¢) Montrer que P = (Py,...,P3) est une base de P3(R).
(d) Ezprimer Ey, ..., Es dans la base P.

Solution. (a) Voir Exercice 13.
(b) On vérifie que (Exer)
Py = Ep,

P, = E, — 2E,,
Py=FEy —4F1 + 4F)

et
P; = FE3—6Fs + 12F, — 8E).

(¢) Voir Exercice 13.
(d) On vérifie que (Exer)
Eo = P,

FEi =P, + 2P,
Ey =P, + 4P, + 4P,

et
E3 = P3 + 6P2 =+ 12P1 + 8P0

]
Exercice 13 Soit n € N. On note P,(R) l’ensemble des fonctions polyndémes de
R dans R de degré inférieur ou égal a n.
(a) Montrer que Pp(R) est un R-espace vectoriel de dimension n+ 1. En exhiber
une base.
(b) Soit a € R. Pour tout k € {0,...,n}, on pose
Por:R—=R

z— (z—a).

Montrer que (Pao,...,Pyn) est une base de Pp(R).

(c) Soienta € R, B ={P € Pp(R) : P'(a) = 0}. Montrer que B est un sous-espace
vectoriel de Pp(R). En justifiant, donner une base de B.
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Solution. (a) On vérifie que P, (R) est un sous-espace vectoriel de R® (Exer),
en particulier c’est donc un R-espace vectoriel. La famille B = (P, ..., P,) est
trivialement génératrice de P,(R) (Exer) ou pour tout k € {0,...,n},

P,:R—=R

I’i—)(L‘k.

Montrer que B est libre. Soient A, ..., A, des réels tels que
)\OPO + ...+ )\nPn = ORR.

On a donc
()\QPQ +...4+ )\nPn)(n) = ORR.

On en déduit Ay(n!) = 0, donc A, = 0. En réitérant le procédé, on aboutit a

An = ... = Ao = 0. Donc B est une base de P,(R). En particulier, P,(R) est de
dimension n + 1.
(b) Grace a (a), il suffit de montrer que (Pyp, ..., P, ) est une famille libre. Une

argumentation similaire & (a) permet de conclure (Exer).
(c) Sans difficultés, B est un sous-espace vectoriel de P, (R) (Exer). Soit @ € B.
Il existe Mg, ..., An € R tels que

Q=X oFPoo+ ...+ MPFPun-

)

On en déduit pour tout x € R,

0 in=0
Q'(x)= Do
M+ .o +n\(r—a)" "t sin> 1.

Puisque Q'(a) =0, on a A\ = 0. On en déduit

Qevect{P,:ke{0,...,n}\{1}}.

On a donc
B Cvect{P,r: ke {0,...,n}\ {1}}.

On vérifie tout de suite (Exer) 'inclusion renversée ce qui nous donne
B =vect{P,r: k€ {0,...,n}\ {1}}.

Le fait que (Pu,- -, Pan) soit une famille libre nous dit que (P x)reqo,...n1\{1}
est également une famille libre. Donc, cette derniére famille est une base de B. =

Exercice 14 Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel de R¥ (le R-espace
vectoriel des fonctions de R dans R) engendré par :

(a) cos et sin ?

(b) cos, sin, cos(2-) et sin(2:) ¢
(c) e ete* ?

(d) e etet??

(e) 1

n(v-2+1) etln(-2+1)?

(&
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Solution. (a) Soient A1, A2 € R tels que Aj cos+Agsin = Ogr. Pour tout € R,
on a
A1 cos(x) + Agsin(z) = 0.

En appliquant cette égalité avec 0 (resp., 5) on obtient \; = 0 (resp., Ao =
0). Donc, la famille (cos,sin) est une famille libre dans R¥. Ainsi, le sous-espace
vectoriel Vect {cos,sin} de RF est de dimension 2.

(b) Soient Ap,...,As € R tels que Aj cos +Aasin+A3cos(2-) + Ay sin(2-) = Oge. On
a donc pour tout x € R,

A1 cos(x) + Agsin(z) + A3 cos(2x) + Agsin(2z) = 0.
En appliquant cette égalité avec 0 et 7, on obtient

AM+A3=0 et —XA+A3=0,

ce qui donne A\; = A3 = 0. Une nouvelle application de cette méme égalité avec 5

fournit

Ao — A3 =0,
donc Ay = 0. On obtient donc pour tout z € R,
Agsin(2z) = 0,

ce qui impose évidemment Ay = 0. Donc, (cos, sin, cos(2-),sin(2-)) est une famille
libre dans R®. Ainsi, le sous-espace vectoriel Vect {cos, sin, cos(2-),sin(2-)} de R¥
est de dimension 4.

(¢) Définissons

fiR—=R
z e’
g:R—R
T e,

Soient A1, Ay € R tels que A1 f 4+ Aag = Ogr. Pour tout x € R, on a
Are” + )\26296 =0.

On en déduit pour tout z € R,

Xoe” + A = 0.
On a
lim Xoe® + A1 =X =0,
T—r—00
d’ott Ay = 0. Donc, (f,g) est une famille libre dans RE. Ainsi, le sous-espace

vectoriel Vect {f, g} de R est de dimension 2.
(d) Définissons

fR—=>R

T e’
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Pour tout x € R, on a

i.e., g = e2f. Donc, la famille (f,g) est liée dans R®. Puisque f # Oger, le sous-
espace vectoriel Vect {f, g} de RR est de dimension 1.
(e) Définissons

fR—=>R

z— In(z® 4+ 1)

g:R—>R
x— In(v/a?+1).

Pour tout x € R, on a
1
In(va22+1) = B In(z? + 1),

ie., g = % f. Puisque f # Ogz, le sous-espace vectoriel Vect {f, g} de RR est de
dimension 1. m

3 Exercices supplémentaires

Exercice 15 Soient E un K-espace vectoriel, A et B deux parties de E. Montrer
que
vect(A N B) C vect(A) Nvect(B).

L’inclusion précédente est-elle une égalité ?

Exercice 16 Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E.

(a) Montrer que l'ensemble {f +g: (f,g) € F x G} est un sous-espace vectoriel
de E (appelé somme de F et G).

(b) Que dire de F + F 7 de AF pour A € K\ {0} ¢

(¢) Montrer que pour tout A,B C E, on a

vect(A U B) = vect(A) + vect(B).
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