Florent Nacry

Mathématiques 2 (F.S.T. de Limoges, Année 2017)
TDT7 - Dérivabilité

1 Exercices du T.D.

Exercice 1 FEtudier la continuité et la dérivabilité de f, ot f est la fonction définie
par

f:R—>R
= |z)+ (z - [2])2

Solution. Tout de suite, observons que la fonction f est dérivable (donc continue)
en chaque point de R \ Z (Exer). Fixons k € Z. Commengons par établir que f
est continue en k. D’une part, on a pour tout = €|k — 1, k[,

fl@)=k—1+(z— (k1))

d’ou 'on tire
lim f(x)=k

r—k,x<k

et d’autre part, on a pour tout z €k, k + 1],
fla) =k+ (z — k)

d’ott 'on déduit
lim x) = k.
x%k,x>kf( )
Ainsi, f est continue en k. En conséquence, f est continue sur R. Maintenant,
montrons que f est dérivable & gauche en k, & droite en k mais qu’elle n’est pas
dérivable en k. Pour tout z €]k — 1, k[, on a

f(mi:i(@ _ —1+(;C_—:+1)2 —r—k+2,

d’ou I’égalité
fi(k) = lim M:z

r—k,x<k z—k

Pour tout x €]k, k + 1], on a

d’ott 'on déduit

fik) = lim

r—k,x>k z—k

Puisque f; (k) # f;(k), f ne peut pas étre dérivable en k. m



Exercice 2 (a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction
1
f: [—§,+oo[—>]R

e six >0
T

VIt2r si—-i<a<0

(b) Méme question avec la fonction
1
fi]—5,+o0[=R

2
{eg” siz >0
T

VIt2r si—-i<a<0

Solution. (a) Puisque

x—}%)r,rxl<0f(x) - x—l(l)g:l>0f(x) - 1’
la fonction f est continue en 0. La fonction f est évidemment (Exer) dérivable
sur ] — 1, 400[\ {0}. De plus, les égalités

M) =IOy, S0 =S0

z—0,2<0 z—0 z—0,2>0 T —

nous disent que f est dérivable en 0.
(b) Puisque
li = i =1
o T = i T = 1
la fonction f est continue en 0. La fonction f est évidemment (Exer) dérivable
sur ] — 3, 400[\ {0}. On a toutefois

f@) = FO) L, Fa) = O

z—0,2<0 z—0 z—0,2>0 x—0

Ceci nous dit que f est dérivable a gauche et a droite en 0 mais que f n’est pas
dérivable en 0. m

Exercice 3 Montrer que pour tout entier n > 1, on a
1

1
<In(l+-)< —.
n—+1 n( +n) n

En déduire que lim (1+ %)" =e.

n—-+4o00o

Solution. Fixons un entier n > 1. Observons tout de suite que la fonction In :
10, +00[— R est continue sur [n,n + 1] et dérivable sur |n,n + 1] (Exer). Par
application du théoréme des accroissements finis, il existe ¢, €]n,n + 1] tel que

In(n+1) —In(n) =1n'(c,)(n +1 —n) =In'(c,).

Or, on a In'(c,) = i et In(n + 1) — In(n) = In(1 + 1). L'¢galité ci-dessus nous
donne alors



Puisque ¢, €]n,n+ 1], on a

1 1 1

n+1 Cn n

Ainsi, on aboutit a

<In(1+ 1) < !
n — —.

n+1 n n

Rappelons que pour tout réel a > 0, b € R, on définit

CLb _ 6bln(a) '

Pour tout entier k£ > 1, ce qui précéde nous donne

k 1
—— < kIn(1 + = 1.
k+1< n( +l<:)<

Puisque exp : R — R est une fonction croissante sur R, on a pour tout entier
k>1,

k
et < (14 )F<e.
En exploitant le théoréme d’encadrement, on conclut

1
lim (14 ) =e.
k—1>I-&1-loo( + k) €

Exercice 4 Montrer que sin : R — R est 1-lipschitzienne, i.e., montrer que pour
tout r,y € R,
[sin(z) — sin(y)| < [z —y|.

Solution. Fixons z,y € R. Sans pertes de généralités (Exer), on peut supposer
que x < y. Puisque sin : R — R est une fonction continue sur [z,y] et dérivable
sur |z, y[, on peut appliquer le théoréme des accroissements finis pour obtenir
existence de c(, ) €], y[ tel que

sin(y) — sin(z) = (y — ) sin’(¢(z))-

On en déduit
|sin(y) — sin(x)| = |y — = ‘sin'(cmy))‘ .

En exploitant le fait que sin’(c(; ) = cos(¢(z4)) et que pour tout u € R, |cos(u)| <
1, il vient
[sin(y) —sin(z)| <[y — |

Ceci montre que sin : R — R est 1-lipschitzienne. m

Exercice 5 Déterminer les limites :
(@) Jim ny s

(b) lim 2

(c) Ill)l}_loo ;—z, oun € N*.



Solution. (a) On a

I = lim —
oo In(z) 200 In(22)
= lim x
z—+o0 21n(x)
= +00.
(b) On a
3+ 522 ~ 5z?
x—0
et

cos(2x) — 1 ~ —2x2.
Tr—r

On en déduit
cos(2z) -1 2

im —————— = )
=0 3 + Hx? 5

(¢) Soit n > 1 un entier. Pour tout réel x > 0, on a

Or, on a
x
. en
lim — =+
r——+o0 I
ce qui combiné a ’égalité ci-dessus donne
xT
lim — = +o0.
r—+oo0 T

Exercice 6 Soient X un R-espace vectoriel, C' une partie de X. On dit que C' est
conveze lorsque pour tout t € [0,1], pour tout ci,co € C, on a

tcr + (1 — t)CQ eC.

On suppose que C est un convere non vide de X. Soit f : C — R une fonction.
On dit que f est convexe lorsque son épigraphe

epi f ={(z,7) € C xR: f(z) <r}.

est un ensemble convexe de X x R. Montrer que f est convexe si et seulement si
pour tout t € [0, 1], pour tout z,y € C,

[tz + (1 —t)y) <tf(x)+ 1 -1)f(y)

Solution. =, Supposons que f soit convexe. Fixons ¢t € [0,1], z,y € C. Evidem-
ment (Exer), on a

(z, f(x)), (y, f(y)) € epi f.

Puisque f est convexe, ’ensemble epi f est convexe et donc

t(a, f(2) + (L= )(y, f(y)) € epi f.



Par définition de I’épigraphe de f, il vient

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y)

qui est I'inégalité désirée.
<, Supposons que pour tout ¢ € [0, 1], pour tout z,y € C, on ait

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)
Fixons (ri,s1), (r2,s2) €epi f et 7 € [0,1]. On a
T(r1,81) + (L = 7)(r2,82) = (7r1 + (1 — 7)ro, 781 + (1 — 7)s2).
Puisque 71,79 € C, on peut exploiter I'inégalité ci-dessus pour obtenir
flrri+ (1 —=1)r2) < 7f(r1) + (1 —7)f(r2).
Le fait que f(r;) < s; pour tout i € {1,2} nous donne alors
fari+ (1 —71)re) <781+ (1 —7)s9.

Donc, on a
7(r1,81) + (1 — 7)(r2, $2) € epi f.

Exercice 7 (Lemme des trois pentes) Soient I un intervalle de R, non vide
et non réduit o un point, h : I — R une fonction convexe. Montrer que pour tout
r1,7r2,73 € I tels que ry <19 < T3, 0N @

h(r2) = h(r) _ h(rs) = h(r1) _ h(rs) = h(r2)

< < .
T2 —T1 T3 —T1 T3 —T2

Solution. Posons ¢t = =72 €]0, 1[. On vérifie tout de suite que
3—T1
tr1 + (1 — t)'l“g =17r9.

Puisque h est convexe sur I, on a

h(rg) < 22

h(r1) +
ryg —nri ryg —ri

h(?“g). (1.1)

On en déduit
ro — 1

h(r2) — h(ry) < (h(rs) — h(r1)),

rg —nri
ie.,
h(r2) = h(r1) _ h(r3) — h(r1)
ro—mry rg—ry
On déduit également de (1.1)

hr2) = hlrs) < 22 (h(r1) = h(rs)),
B h(rs) = h(ra) _ hrs) = h(r)
r3 —T9 - r3 —1T1 )
|



Exercice 8 En exploitant la convexité d’une fonction a expliciter, montrer que :
(a) pour tout z € R, 1+ 2 < e”;

(b) pour tout r e R, 1 —x <e™*;

(¢) pour tout x €] — 1,400, In(1 + z) < z.

Solution. (a) La fonction exp : R — R est évidemment une fonction convexe
(Exer). On a alors pour tout z,y € R,

exp(z) > exp(y) + exp/(y)(z — y).
En particulier, on a pour tout z € R,
e” = exp(x) > exp(0) + exp/(0)(z — 0) =1 + z.
(b) Notons f la fonction définie par

f:R—>R

e L.

La fonction f est convexe puisque f est deux fois dérivable sur R (Exer) et que
(Exer)
f(z)=e7">0.

On a de plus pour tout x,y € R,
f@) = fy)+ f )@ —y).
En particulier, on a pour tout = € R,
e >1—x.
(¢) La fonction

f:R—->R
x +— —In(x).

est une fonction convexe puisqu’elle est deux fois dérivable sur ]0, +oo[ (Exer) et
satisfait pour tout = €]0, +o00[ (Exer),

f(w) = =5 > 0.

On a donc pour tout z,y €]0, +00|,
f@) = fly) + fy) (@ —y).
En particulier, on a pour tout = €]0, +o00],
In(z) <z -1.
Ceci nous donne alors pour tout = €] — 1, +00],

In(z +1) <.



Exercice 9 FEtudier la convexité des fonctions suivantes :

(a) f:R — R définie pour tout x € R par f(x) = 2* —In(1 + 2?) ;
(b) f: R — R définie pour tout x € R par f(x) = Arctan(z) ;

(¢) n > 1 un entier fizé,

f:0,4c[—R

S ER siz €0, 2]
0 six>%.

Solution. (a) La fonction f est dérivable sur R (Exer) et satisfait pour tout € R
(Exer),
273
/ —_—
fle) = 1422

La fonction f est deux fois dérivable sur R (Exer) et satisfait pour tout z € R
(Exer),

224 + 622
!
== T >
@) (1422)2 —

Donc, f est convexe.
(b) La fonction f est dérivable sur R (Exer) et satisfait pour tout x € R (Exer),

1

f@) =

La fonction f est deux fois dérivable sur R (Exer) et satisfait pour tout z € R

(Exer),
2z

(.ZUQ + 1)2 '
Donc, pour tout z €] — 00,0], f”(x) > 0. Ainsi, f est convexe sur | — 0o, 0].

(c) Evidemment, f est convexe sur |1, +oo[ et sur [0, 1] (Exer). Remarquons que
(2,0) € epi f et (0,1) € epi f. Posons

F@) =~

Fixons ¢y €]0, 5-[. On a

(2to,1 —to) ¢ epi f,
ce qui nous dit que epi f n’est pas convexe, i.e., f n’est pas convexe (sur [0, +o0[).
[ ]

Exercice 10 Montrer que la fonction

f:0,5] >R
x — —sin(x)

est conveze. En déduire que pour tout x € [0, 5],

2 .
—z <sin(z) < z.
T



Solution. La fonction f est deux fois dérivable sur [0, 5] (Exer) et satisfait pour
tout z € [0, 5] (Exer),
f"(z) = sin(x) > 0.

Ainsi, f est une fonction convexe. D’aprés le cours, pour tout z,y €]0, 5,
—sin(z) > —sin(y) — cos(y)(z — y).

De ceci, on tire sin(z) < sin(0)+cos(0)(z —0) pour tout z €0, 5[. Puisque sin(0) =
0 et sin(5) < 1, on a pour tout = € [0, F],

sin(z) <z
Par concavité de f sur [0, F], on a
{(x, fgx) cx €0, g]} C epi f.
On a donc pour tout z € [0, 5],

f(ﬂj) < *gl‘v

i.e., pour tout z € [0, 7],
S < sin(a)
5% < sin(z).
[
Exercice 11 Montrer que la fonction
1, +oo[— R
z+— — In(In(zx))

est convezxe sur |1,+oo[. En déduire que pour tout a,b €]1,400],
In(? ‘; by > /in(a) In(b).

Solution. La fonction f est dérivable sur |1, +o0[ (Exer). Pour tout x €]1, +o00|,
on a

1
/ — '
@) zln(x)
Donc, f est deux fois dérivable sur |1, +o00[ (Exer) et vérifie pour tout = €]1, 400|
(Exer),

Joy_ 1+In@)
P = Gy 2

Ceci nous dit que f est convexe. Fixons a,b €]1, +o0[. Le fait que f soit convexe

nous donne
a+b f(a)+ f(b)
2 )< 2 '

f(
Ceci s’écrit encore

ln(ln(a —2i— b)) > ln(h;(a)) n ln(h;(b))

Par croissance de la fonction exp : R — R, il vient

ln(a ;— b) > exp[In(y/In(a)) + In(y/In(b))] = v/In(a) In(b

= In(y/In(a)) + In(4/1n(d)).




Exercice 12 Montrer que pour tout réel x > 0, on a

x

H—iz S Arctan(x) S T
T

et

x
<In(1 < z.
l—i-:U_n( ta)se

Solution. La fonction Arctan : R —] — 7, §[ est deux fois dérivable sur R et
satisfait pour tout = € R,

1
Arctan’(x) = 722
x
et (Exer)
2
Arctan/,($) = —ﬁ

Donc, —Arctan est convexe sur [0, +o00[. La convexité de —Arctan sur [0, +00[ nous
dit alors que pour tout = € [0, +o0],

—Arctan(z) > —Arctan’(0)(z — 0) + —Arctan(0) = —z,

i.e., pour tout z € [0, +o0[
Arctan(z) < x.

Fixons un réel zyp > 0. Soit y €]0, zp[. D’aprés le Lemme des trois pentes, on a

—Arctan(z) + Arctan(y) S —Arctan(zg) + Arctan(0)

o — Y z9g—0
Par passage a la limite, il vient

Arct
Zo

Ceci nous dit alors que pour tout réel z > 0,

722 < Arctan(z).
T

Notons f la fonction définie par
f:]0,40[—= R
x— In(1+ x).

La fonction f est dérivable sur ]0, +oo] (Exer) et pour tout x €]0, +oo] (Exer),

on a 1
! —

Evidemment (Exer), f’ :]0,+0o[— R est une fonction décroissante sur |0, o],
donc —f est convexe sur |0, 4o00[. Pour tout = €]0, +o00[, on a

—f(@) = = f(0)(x - 0) = £(0) = =,

i.e., pour tout x €]0, +oo[, on a In(1+x) < z. Fixons un réel g > 0. Soit y €]0, zo.
D’apreés le Lemme des trois pentes, on a

—f(z0) + f(y) S —f(zo0) + f(O)‘

Ty — Y - zg—0




Il vient alors

T
_f/(wO) Z _f( 0).
Zo
On en déduit pour tout = €]0, +oc],
T
<In(1 .
1+x ™~ n(l +2)
[
Exercice 13 Etudier la fonction
fR—>R

r—=Va24+z+ 1.

Solution. Tout de suite, constatons que f est bien définie puisque pour tout x € R,
2®+z+1>0.

L’inégalité ci-dessus nous dit également que f est deux fois dérivable sur R. On a
pour tout z € R,

Fla) = 2z +1 2z +1
ey z 1 2f(x)
et
4 —2f 2 1
iy = M@ =20 @ 1 1)
A(f(x))
En particulier, f est croissante sur [—3,+oo[ et décroissante sur | — oo, —3[. De
plis, F(—}) = % et
D’autre part, on a pour tout z € R,
4(2? 1) — (2z +1)?
1) —2f () (o4 1) = A FEA D= @ed )T 3

v+ x+1 Veztz+1

d’ont Pon déduit que pour tout x € R, f”(x) > 0. Ainsi, f est convexe sur R.
Remarquons également que l’ensemble (le graphe de f)

gph f = {(z, f(z)) : € R}

{(—;y):yeR}

comme axe de symétrie puisque pour tout z € R,

1 1

f($—§):f(—$—§)o

admet la droite

Par symétrie, on se contente de chercher une asymptote oblique au graphe de f
en +o00. D’aprés le cours, il existe V' un voisinage de 0 dans R, ¢ : V' — R avec
lim e(z) = 0 tels que

z—0

N|=

1
(I1+2)2 = 1+§$+ﬂ§5($).

10



Soit xg > 0 un réel. On a

1 1 1.1
f(;o):(1+;g+;0)§:;0f($o)

Soit A > 0 un réel tel que pour tout réel x > A, on ait ﬁ + % € V. On a pour
0
tout = > A,

1 1.1 1 1 1 1 1
=14 (=4 = 24 e ).
FE) =14 50+ )+ (G + e+ )
On en déduit pour tout réel x > A,
1 1 1 1 1
—r (14 )+ (1+ De(= + ).
fle)=z+ 0+ )+ 1+ Je(—+ )

Ainsi, on a
1
lim f(z)—(z+ <) =0.

T—~+00 2

{(x,x+;):xeR}

est asymptote oblique a gph f en +co. ®

En conséquence, la droite

Exercice 14 Etudier la fonction

f:R—>R

T e
Solution. La fonction f est évidemment (Exer) deux fois dérivable sur R. Pour
tout € R, on a (Exer)

f(z) = —2ze "

et )

f(x) = (42 — 2)e™ ™.
La fonction f est donc croissante sur | — oo, 0] et décroissante sur [0, +oo[. La
fonction f est donc convexe sur | — oo, —%] et sur [%, +o0[. La fonction f est

concave sur [—%, %] Il y a deux points d’inflexion en —% et en % [

2 Exercices supplémentaires

Exercice 15 Soit f : R — R une fonction telle que pour tout x,y € R avec x # v,
on ait

(@) = f(y)] < |z —y|? [ln]e —y]|.

Montrer que f est constante sur R.

Exercice 16 Trouver toutes les fonctions f : R — R dérivables sur R telles que
pour tout x,y € R,

flx+y) = f(z)+ f(y).

Exercice 17 Soit f : [0, +oo[— R une fonction convere. On suppose qu’il existe
a,b €0, +oo[ avec a < b et f(a) < f(b). Montrer que ligr_l f(z) = 4o0.
T—r+00

11



